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内 容 提 要 


本 书 分 三 部 分 : 一 为 微观 的 电动 力学 ,一 为 狭义 相对 论 ,一 为 电子 论 。 第 
一 部 分 讨论 麦克 斯 韦 场 方程 的 性 质 及 解 ,电子 的 辐射 等 等 ;第 二 部 分 为 狭义 
相对 论 的 一 个 较 全 面 的 介绍 ,包含 了 四 维 矢 量 分 析 ; 第 三 部 分 介绍 了 较 近 代 
的 电子 理论 的 一 部 分 ,可 供 综合 性 大 学 和 师范 院 校 物理 专业 师 生 参考 ,也 可 
供 研究 量子 电动 力学 的 同志 参考 。 


ll 
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物理 学 是 自然 科学 的 基础 ,是 探讨 物质 结构 和 运动 
基本 规律 的 前 沿 学 科 . 几 十 年 来 ,在 生产 技术 发 展 的 要 求 
和 推动 下 ,人 们 对 物理 现象 和 物理 学 规律 的 探索 研究 不 
断 取 得 新 的 突破 . 物理 学 的 各 分 支 学 科 有 着 突飞猛进 的 
发 展 ,丰富 了 人 们 对 物质 世界 物理 运动 基本 规律 的 认识 
和 掌握 ,促进 了 许多 和 物理 学 紧密 相关 的 交叉 学 科 和 技 
术 学 科 的 进步 . 物理 学 的 发 展 是 许多 新 兴学 科 、 交叉 学 科 
和 新 技术 学 科 产 生 、 成 长 和 发 展 的 基础 和 前 导 ， 

为 适应 现代 化 建设 的 需要 ,为 推动 国内 物理 学 的 研 
究 、 提 高 物理 教学 水 平 , 我 们 决定 推出 《北京 大 学 物理 学 
丛书 》 请 在 物理 学 前 沿 进行 科学 研究 和 教学 工作 的 著名 
物理 学 家 和 教授 对 现代 物理 学 各 分 支 领域 的 前 沿 发 展 做 
系统 .全 面 的 介绍 ,为 广大 物理 学 工作 者 和 物理 系 的 学 生 
进一步 开展 物理 学 各 分 支 领 域 的 探索 研究 和 和 学习, 开展 
与 物理 学 紧密 相关 的 交叉 学 科 和 技术 学 科 的 研究 和 学 习 
提供 研究 参考 书 、 教 学 参考 书 和 教材 . 

本 丛书 分 两 个 层次 .第 一 个 层次 是 物理 系 本 科 生 的 
基础 课 教 材 , 这 一 教材 系列 ,将 在 几 十 年 来 几 代 教师 , 特 
别 是 在 北京 大 学 教师 的 教学 实践 和 教学 经 验 积累 的 基础 
天仙 
物理 系 使 用 . 它 既 吸收 以 往 经 典 的 物理 教材 的 精华 , 尽 可 
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能 系统 地 、 完 整地 、 准 确 地 讲解 有 关 的 物理 学 基本 知识 、 
基本 概念 .基本 规律 、 基 本 方法 ;同时 又 注入 科技 发 展 的 
新 观点 和 方法 ,介绍 物理 学 的 现代 发 展 ,使 学 生 不 仅 能 党 
握 物 理学 的 基础 知识 ,还 能 了 解 本 学 科 的 前 沿 课 题 和 研 
究 动 向 ,提高 学 生 的 科学 素质 .第 二 个 层次 是 研究 生 教 
材 、 研 究 生 教学 参考 书 和 专题 学 术 著 作 . 这 一 系列 将 集中 
于 一 些 发 展 迅 速 . 已 有 开拓 性 进展 .国际 上 活跃 的 学 科 方 
同和 专题 ,介绍 该 学 科 方 向 的 基本 内 容 , 力 求 充分 反映 该 
学 科 方 向 国内 外 前 沿 最 新 进展 和 研究 成 果 . 学 术 专 著 首 
先 着 眼 寺 物理 学 的 各 分 支 学 科 , 然 后 再 扩展 到 与 物理 学 
系 密 相关 的 交叉 学 科 . 

愿 这 套 从 书 的 出 版 既 能 使 国内 着 名 物理 学 家 和 教授 
有 机 会 将 他 们 的 累累 硕 采 奉献 给 广大 读者 ,又 能 对 物理 
的 教学 和 科学 研究 起 到 促进 和 推动 作用 . 


《北京 大 学 物理 学 丛书) 编辑 委员 会 
1997 年 3 月 


第 二 版 序言 


本 书 作者 张 条 煤 先 生 是 著名 理论 物理 学 家 ,1934 年 毕业 于 清 
华 大 学 物理 系 ,1938 年 获 英 国 剑 桥 大 学 博士 学 位 , 曾 先 后 任 中 央 
大 学 .北京 大 学 .北京 师范 大 学 物理 系 教授 和 中 国 科 学 院 数学 研究 
所 理论 物理 研究 室 研 究 员 ,1957 年 当选 中 国 科 学 院 院 士 ( 当 时 称 
中 国 科学 院 学 部 委员 ) 。 

张 完 生 对 统计 物理 学 作出 了 重要 的 贡献 。 从 1937 年 开始 ,他 
解决 了 合作 现象 特别 是 固溶体 中 Bethe 近似 与 准 化 学 近似 的 等 价 
性 和 推广 Bethe 近似 到 次 近邻 作用 等 一 系列 问题 。 统 计 物理 学 权 
威 Fowler 和 Guggenheim 合 著 的 Statistical Thermodynamics 书 
中 对 张 先生 的 工作 有 许多 介绍 .其 后 , 张 完 生 对 量子 场 论 的 形式 体 
系 , 特 别 是 量子 场 论 的 哈密 顿 形式 、 基 子 电动 力学 、 高 阶 微 商 场 论 、 
高 目 旋 场 论 等 方面 作 过 深入 的 研究 。 他 首先 给 出 各 种 自 旋 的 场 的 
规范 不 变 的 对 称 动 量 - 能 量 张 量 。 他 还 推广 Weiss 理论 ,得 到 决定 
定义 在 任意 空间 性 曲面 上 的 波 泛 函 随 曲面 形状 的 变化 的 方程 式 ， 
并 证 明 它 即使 对 高 阶 微 商 场 论 也 是 可 积 的 。 经 典 电动 力学 也 是 张 
先生 研究 过 的 领域 。 

本 书 是 张 先生 的 精心 之 作 , 曾 于 1957 年 由 科学 出 版 社 出 版 。 
本 书 的 取材 和 写法 与 其 他 电动 力学 书 顾 有 不 同 。 本 书 的 一 个 特点 
是 ,对 主要 公式 的 数学 推导 伺 述 详细 而 深入 ,往往 介绍 几 种 不 同 的 
方法 ,包括 某 些 高 等 的 数学 方法 ,对 读者 获得 扎实 的 数学 推导 能 
和 拓 广 这 方面 的 知识 很 有 帮助 ,第 二 个 特点 是 , 书 中 讨论 了 一 些 深 
入 的 物理 问题 ,解释 或 揭示 了 经 典 电 动力 学 中 的 各 种 矛盾 ,这 有 助 
于 读者 进一步 学 习 和 思考 。 这 部 分 内 容 主 要 在 书 中 的 小 字 部 分 和 
最 后 两 章 中 阐述 ,其 中 包含 了 作者 目 己 的 研究 成 果 。 本 书 的 最 后 两 
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章 对 经 典 电子 论 作 了 相当 详细 的 介绍 。 这 些 内 容 包含 了 为 区 服 建 
立 相 对 论 性 微观 理论 所 过 到 的 困难 的 各 种 尝试 ,是 人 们 探索 物理 
学 基本 问题 的 历史 过 程 的 一 部 分 。 虽 然 这 些 问题 的 进一步 研究 需 
要 量子 理论 ,而 且 最 终 也 需要 超出 电磁 理论 的 范围 ,但 是 书 中 讨论 
的 内 容 大 多 在 量子 理论 中 有 对 应 的 部 分 ,今天 对 读者 仍 很 有 启发 。 
因此 ,本 书 既 是 一 本 大 学 物理 系 本 科 生 和 研究 生 很 好 的 参考 书 ,也 
是 一 本 有 很 高 学 术 水 平 的 专著 。 

此 次 再 版 前 理论 物理 所 赵 万 云 研 究 员 通读 了 本 书 。 他 将 其 中 
一 些 物 理 名 词 修改 为 现在 通用 的 规范 名 词 。 原 书 中 部 分 物理 名 词 
有 俄 文 译文 ,为 方便 读者 ,再 版 时 将 这 些 名 词 的 中 英文 对 照 列表 附 
在 书后 。 他 还 改正 了 原 书 中 一 些 印 刷 错误 和 个 别 笔 误 。 本 书 的 再 
版 得 到 北京 大 学 出 版 社 的 支持 ,南京 大 学 冯 端 院士 和 理论 物理 所 
刘 寄 星 研究 员 . 张 历 宁 研 究 员 给 予 很 多 关心 和 帮助 ,没有 他 们 的 文 
持 和 帮助 ,此 次 再 版 工作 将 很 难 完 成 。 


中 国 科 学 院 理 论 物理 研究 所 
戴 元 本 
2003 年 7 月 12 日 


友 


这 本 书 是 为 综合 性 大 学 物理 专业 及 师范 学 院 物 理 专业 师 生 的 
参考 而 写 的 。 

由 章 闻 的 目录 可 以 看 出 ,这 本 书 的 主要 内 容 分 为 三 部 分 : 一 
为 电动 力学 的 基础 理论 ,一 为 狭义 相对 论 ,一 为 经 典 电动 力学 、 电 
子 运 动 方程 的 较 近 代 的 理论 ;每 一 部 分 约 占 全 部 篇 幅 的 三 分 之 一 。 
所 以 这 样 地 取材 ,除了 第 一 部 分 外 ,需要 作 一 些 解释 .第 一 ,我 们 之 
所 以 在 狭义 相对 论 上 论 去 这 样 多 的 解 幅 ,是 因为 目前 我 国 介绍 狭 
义 相 对 论 的 书籍 很 少 ,所 以 一 本 关于 电动 力学 的 书 似乎 非但 应 该 
包含 这 一 部 分 ,而 且 必 须 较 详尽 地 介绍 这 一 部 分 。 据 作者 猜想 ,这 
一 部 分 对 于 教 狭义 相对 论 的 教师 而 言 , 可 能 是 有 些 用 处 的 。 第 二 ， 
本 书 对 宏观 电动 力学 的 理论 叙述 得 比较 少 ,原因 是 我 们 已 经 有 了 
一 本 极 好 的 宏观 理论 的 书 一 一 Tamm 所 著 《 电 学 原理 ) 一 一 的 译本 。 
因此 ,在 此 重复 宏观 理论 是 不 太 必要 的 ,第 三 ,本 书 没有 介绍 “物质 
的 电子 理论 ”( 即 用 电子 在 物质 一 一 金属 ,介质 ,气体 一 一 中 的 性 质 
来 解释 物质 的 宏观 性 质 的 理论 ), 是 因为 用 经 典 理论 来 作 这 样 的 工 
作 , 只 能 是 定性 的 、 极 不 完全 的 ;而 如 采 我 们 要 定量 的 结 采 , 则 非 走 
入 量子 力学 (及 统计 力学 ) 不 可 。 这 样 的 工作 显然 不 能 放 在 这 本 书 
中 (除非 把 它 的 篇 幅 扩 大 一 倍 ) 而 应 该 巡 成 一 本 专 书 .因此 ,除了 第 
一 部 分 电动 力学 的 基础 及 第 二 部 分 狭义 相对 论 外 ,我 们 只 简单 地 
介绍 了 一 些 比较 近代 的 经 典 电动 力学 。 由 于 骗 幅 及 作者 目前 精力 
的 限制 ,这 个 介绍 也 不 是 全 面 的 出 。 虽 然 如 此 ,作者 认为 这 一 些 介 


@ ”例如 犹 拉 克 在 1951,1952 所 发 表 的 电子 理论 (Proc. Roy. Soc. A209(1951) 
291; A212(1952)330) 即 未 包含 在 本 书 内 。 
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绍 是 有 它 的 意义 的 。 它 可 以 使 读者 (初步 地 ) 了 解 经 典 电 动力 学 中 
处 理 电子 运动 方程 而 遇 到 的 困难 ,有 哪些 解决 这 个 困难 的 企图 ,等 
等 ;这 样 它 可 以 使 读者 对 于 经 典 电动 力学 的 成 就 与 困难 ,有 更 深刻 
的 了 解 。 

以 上 是 关于 内 容 的 问题 。 至 于 阅读 程序 ,作者 试 作 以 下 的 建 
议 : 不 妨 先 读 第 一 、 第 二 两 部 分 的 大 字 , 再 读 这 两 部 分 的 小 字 , 最 
后 读 第 三 部 。 理由 是 : 第 三 部 一 般 讲 来 不 是 教学 所 需 的 内 容 , 而 第 
一 、 第 二 两 部 的 大 字 是 教学 上 比较 有 用 处 的 。 在 写 这 本 书 的 时 候 ， 
作者 曾 作 了 一 些 安排 ,使 得 读 第 一 、 第 二 两 部 的 大 字 而 不 读 小 字 ， 
是 完全 可 以 的 。 至 于 要 阅读 第 三 部 ,那么 最 好 先 阅读 第 一 、 第 二 两 
部 的 小 字 。 

对 于 内 容 的 写法 ,也 有 几 点 需要 解释 。 首 先 , 也 许 有 人 在 阅读 
后 党 得 数学 的 计算 过 程 , 写 得 过 于 仔细 一 些 。 其 实 , 作 者 对 于 某 些 
计算 ,所 以 如 此 不 厌 详尽 , 乃 是 因为 考虑 到 目前 我 国学 生 的 一 般 水 
平 及 部 分 教师 的 水 平 。 在 目前 的 综合 性 大 学 及 师范 学 院 的 教师 们 
中 ,一 部 分 教师 在 以 往 从 未 学 过 数学 物理 方程 .将 数学 上 的 计算 写 
得 过 于 简短 ,对 于 这 些 少数 教师 的 阅 谈 ,是 会 增加 困难 的 。 其 次 ,也 
省 有 些 读者 感 党 书 中 数学 气氛 太 重 。 其 实 , 书 中 数学 气氛 一 点 也 不 
重 。 如 果 读 者 感觉 有 些 数学 上 的 讨论 是 不 必要 的 ,那么 请 直接 把 这 
些 讨论 忽略 去 好 了 。 再 其 次 ,也 许 有 些 读者 感觉 这 本 书 对 于 许多 理 
论 , 都 有 批评 之 处 ,而 拥护 得 不 够 热烈 ,其 实 , 这 本 书 并 没有 否定 任 
何 理 论 的 成 就 ,而 只 是 在 指出 他 们 的 优点 后 ,也 附带 地 指出 他 们 的 
缺点 。 这 样 的 做 法 在 作者 看 来 , 正 是 所 有 的 书 所 应 该 做 的 。 只 有 这 
样 才能 使 读者 更 快 地 、 更 深刻 地 认识 以 往 各 种 理论 的 成 就 的 程度 ， 
由 此 而 建立 新 的 、 更 好 的 理论 。 

直到 现在 为 止 , 还 没有 提起 这 本 书 的 缺点 。 关 于 这 一 后 ,可 以 
肯定 地 说 ,缺点 是 决 不 可 能 避免 的 。 首 先 , 作 者 目 己 的 科学 水 平 是 
极 有 限 的 ,哲学 修养 也 低 , 单 征 这 两 点 便 不 可 避免 地 在 书 中 市 来 了 
一 些 不 成 玖 或 错误 的 讨论 .结论 。 其 次 ,作者 在 这 几 年 中 未 曾 教 过 
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电动 力学 的 谋 , 因 此 对 于 这 本 书 作 目 前 师 生 教学 参考 用 是 否 合适 
一 一 即 有 些 章节 是 否 写 得 太 深 、 或 太 浅 一 一 没有 很 好 的 把 握 。 最 
后 ,作者 最 近 号 体 不 好 ,精神 不 足 , 因 此 虽然 极力 避免 笔 误 ,但 事实 
上 无 论 在 文字 中 或 在 公式 中 , 笔 误 也 是 可 能 出 现 的 。( 说 上 面 这 句 
话 的 意思 ,当然 不 是 借 此 而 逃避 错误 的 责任 ;所 有 错误 的 责任 , 当 
然 是 作者 的 。) 主 要 的 缺点 当然 是 由 于 第 一 个 理由 而 来 的 。 

为 各 种 缺点 都 可 能 存在 ,作者 诚 层 地 逢 望 读者 对 于 这 本 书 
作 些 批评 ,这 样 ,无 论 对 于 这 本 书 ,或 对 于 作者 本 人 ,或 对 于 其 他 该 
者 ,都 是 有 所 神 熏 的 。 

最 后 ,作者 愿 借 此 机 会 ,对 苏联 红 十 字 医 院 的 几 位 大 夫 一 一 尤 
其 是 备 家 美 大 夫 一 一 表示 最 诚 县 的 谢意 .没有 他 们 对 我 的 关怀 . 悉 
心 医治 ,我 的 身体 情况 决 不 能 允许 我 以 课余 时 间 内 在 一 年 中 完成 
这 本 书 。 作 者 也 愿 借 此 机 会 ,对 以 前 中 央 大 学 .北京 大 学 里 学 过 本 
书 内 容 一 部 分 的 同学 表示 感谢 ;由 于 他 们 与 我 的 讨论 ,使 我 澄清 了 
一 些 有 关 的 问题 .当然 ,我 也 感谢 科学 出 版 社 的 许多 同志 为 出 版 这 
本 书 而 花 去 的 辛 肚 劳 动 以 及 北京 师范 大 学 理论 物理 进修 班 许多 同 
志 所 作 的 校对 工作 ;没有 这 一 些 ,这 本 书 的 出 版 是 不 可 能 的 。 


作者 说 识 
于 北京 师范 大 学 理论 物理 教研 室 
1955 年 11 月 
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第 一 章 ”微观 理论 的 基本 方程 
了 这 不 茶杯 人 根 定 


如 众所周知 ,电磁 学 的 理论 建筑 在 麦克 斯 韦 (Maxwell) 的 方 
程 上 . 我 们 在 这 里 首先 叙述 在 微观 的 电磁 理论 中 的 麦克 斯 韦 方 程 . 
它 同 电荷 不 灭 的 假定 、 洛 伦 兹 (Lorentz) 力 的 假定 ,成 为 微观 理论 
的 三 个 基本 假定 ,成 为 理论 的 出 发 点 . 

很 显然 地 ,无 论 是 麦克 斯 韦 方 程 ;或 电荷 不 灭 的 假定 ;或 党 伦 
效力 的 假定 ,都 是 根据 大 量 的 实验 结果 而 得 来 的 (其 中 绝 大 部 分 是 
宏观 世界 中 的 实验 ). 但 在 一 个 微观 的 、 演 绎 的 理论 中 ,它们 可 以 认 
为 是 假定 ,是 出 发 点 . 将 它们 认为 假定 是 否 正 确 , 主 要 在 于 由 它们 
推演 出 来 的 理论 结果 (宏观 的 及 微观 的 ) ,是 否 与 实验 结果 符合 . 


(1) 电荷 不 灭 的 假定 


我 们 首先 假定 电荷 是 存在 春 的 ,而 它 在 茶 一 个 体积 中 的 总 量 
是 不 能 被 创造 或 被 消灭 的 . 电荷 可 以 分 为 两 种 : 第 一 种 是 点 电 答 ， 
即 电 荷 分 别 集中 于 一 些 几何 点 中 ;第 二 种 是 空间 电荷 , 即 电 荷 分 布 
在 空间 ,使 空间 各 处 有 一 个 电荷 密度 p, 而 当 我 们 引入 一 个 坐标 系 
(z,y,z) 去 描写 各 点 的 位 置 时 ,p 成 为 (z,y,z) 的 一 个 有 限 的、 足够 
平滑 的 .可 以 对 xz,y,z 微分 的 函数 . 在 本 书 中 ,我 们 将 尽量 避免 对 
于 数学 上 的 一 些 较 严 刘 的 讨论 (例如 一 些 函 数 是 否 可 以 微分 ), 如 
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果 这 些 讨论 不 带 来 一 些 实质 上 于 物理 有 关 的 结果 
在 (zx,y,z) 点 的 电荷 密度 po 的 定义 显然 为 


p(X,Yy ,2) = lim et (C11) 


式 中 VV 代表 包含 (z,y,z) 点 的 一 个 小 体积 ,e 为 体积 V 中 的 电荷 ; 
取 极 限 V>0 时 ,必须 使 V 中 各 点 俱 趋 近 于 (x,y,z). (最 末 一 句 话 
是 为 了 避免 V 成 为 一 极 长 而 极 细 的 柱 体 . ) 这 与 宏观 的 理论 的 不 
同 处 ,在 于 此 间 V 可 以 是 数学 上 的 无 穷 小 ,而 在 宏观 理论 中 ,V 只 
是 一 个 “物理 小 ”的 体积 

我 们 在 开始 的 几 童 中 只 讨论 第 二 种 电荷 , 即 假定 电荷 有 一 个 
有 限 的 密度 p, 而 不 假定 电荷 集中 于 几何 点 中 .这 二 种 电荷 在 理论 
上 需要 不 同 的 处 理 ;在 下 面 讨 论 到 电磁 场所 适合 的 微分 方程 时 即 
可 以 看 到 . 另 一 方面 , 先 假 定 带电 体 ( 例 如 电子 ) 有 一 大 小 ,例如 假 
定 电子 为 一 个 半径 为 a 的 圆 球 ( 即 讨论 第 二 种 电荷 ), 然后 令 带 电 
体 的 体积 (例如 电子 的 半径 a) 趋 近 于 零 , 同 时 令 带 电 体 的 总 电 蓓 
在 此 变化 中 不 变 , 也 可 以 得 到 假定 电荷 为 几何 点 的 理论 结果 . 

在 不 同时 刻 t,(z,y,z) 点 处 的 密度 pp 是 可 以 不 同 的 . 因此 一 
般 地 讲 ,p 是 x,y,z,t 的 函数 ; 

p= (ryy 2,t). (le 

在 宏观 理论 中 ,如 果 我 们 假定 所 有 的 电荷 都 是 点 ,每 个 带 有 电荷 
e, 取 同样 的 速度 v ,而 又 如 果 质 点 的 宏观 密度 为 ,那么 在 一 秒 中 
流 过 一 个 ds 面 的 电荷 即 是 图 1 中 的 笠 柱 体 中 的 质点 数 乘 上 e, 即 


ne(v .。 dS), 


@ ”因为 如 果 不 避 免 这 些 讨论 ,那么 假定 电子 是 带 有 一 个 均匀 电荷 密度 的 圆 球 ,也 
会 带 来 麻烦 ;因为 p 在 圆 球 的 面 上 是 不 连续 的 ,更 不 必 谈 它 有 否 微 商 . 那 时 我 们 必须 假 
定 p 在 圆 球 的 中 部 几乎 为 一 常数 ,而 在 圆 球 的 表面 附近 ,p 逐渐 地 趋 近 于 零 , 这 便 是 不 
必要 的 讨论 . 
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pl(v » dS). 


2D 
同样 ,在 微观 理论 中 ,我 们 假定 在 时 dS 
SE 
矢量 wv, 使 
pl(v » dS) (18> 图 1 


代表 在 上 附近 的 一 秒 中 在 (zy,y,z) 点 附近 的 ds 面 上 所 流 过 的 电 
傈 .在 p==0 处 ,流量 亦 为 零 . 流量 (1. 3) 式 实际 上 即 是 v 的 定义 . 
我 们 引入 7 定义 
J CVS (1. 4) 
正 同 p,v 一 样 ,j 为 zx,y,z,t 的 函数 .J 将 称 为 电流 密度 . 

极 易 证 明 ,如果 一 个 带电 体 有 一 个 均匀 电 蓓 密度 p, 而 又 如 果 
此 带电 体 整 个 地 以 速度 w 运动 ( 即 在 运动 中 没有 形变 ) ,那么 v 即 
是 wu. 

讨论 在 空间 不 随时 间 改 变 
(以 后 简称 “不 改变 ”) 的 某 封闭 
ds 曲面 S( 见 图 2). 讨论 在 时 刻 上 及 
t 十 At 中 S 所 包含 的 总 电荷 的 差 
别 ,和 


图 2 ee 十 At)dV 


-一 eczsyzsDdv， 
式 中 | dy 代表 体积 积分 ,积分 区 域 为 $ 所 包含 的 体积 . 因 两 个 积 
的 积分 区 域 相同 ,得 
[eczyszs 十 Ai) 一 DCzyyy zt) |dV 


本 Ms OF CRA Ce 


由 于 电荷 在 此 体积 中 的 总 量 是 不 能 被 创造 或 被 消灭 的 ,那么 上 式 
便 必然 等 于 电荷 在 面 $ 上 的 流入 . 令 ds 的 方向 为 向 外 的 ,那么 在 
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面 $ 上 的 流入 为 
一 or .dSAr, 
亦 即 
Ss | 。 00 dVAt; C16) 


式 中 V.。 po 代表 pw 的 散 度 ,等 于 (9(pvs)/9x) 十 (3(pv,)/9y) 十 
(9(pv:)/9z). 注意 (1.6) 更 正确 地 写 时 , (1. 6) 式 中 的 pv 应 注 明 为 
t 时 刻 的 pv ,同时 也 应 加 入 OL[(At)?] 项 . 使 (1. 5),(1.6) 相 等 , 令 
At 一 0, 即 可 忽略 (Ai) 项 ,得 


[vo + Bjav=0. 2 
由 于 S 是 任意 的 ,S 所 包含 体积 也 是 任意 的 ,得 
Vpv+ Se=0. (1. 8) 


这 称 为 连续 性 方程 . 由 于 它 是 从 电荷 不 灭 的 假定 而 获得 的 ,所 以 在 
任何 xz,y,z;t 都 必须 满足 . 这 可 以 认为 是 电荷 不 灭 的 假定 的 数学 
形式 . 

(2) 麦克 斯 韦 方程 


E,H 是 TV 的 函数 , 称 为 拓 量 场 . 我 们 假定 它们 适合 


2 
= 


@ 由 (1.7) 得 (1. 8) 的 证 明 是 极 易 的 . 因为 如 果 在 某 时 在 某 点 P 处 , (1. 8) 的 堪 方 
不 等 于 零 而 等 于 某 值 a, 由 于 连续 性 ,在 此 时 在 此 点 附近 各 点 的 
V * pvt (9p/9) 
与 a 同一 符号 ;因此 如 果 取 V 包含 此 点 已 ,同时 ,取得 足够 地 小 ,那么 对 于 这 一 个 体积 
(1.7) 式 中 的 被 积 函数 在 各 点 取 同 一 符号 ,因此 (1.7) 式 不 能 成 立 . 这 类 的 证 明 ,以 后 不 
再 重复 . 


第 一 章 ”微观 理论 的 基本 方程 


V. H= 0， Ca 
V* E= 4T0; lb 

式 中 VXE 和 VXH 分 别 地 代表 E 和 的 旋 度 , 而 c 是 一 个 销 数 . 
显然 地 ,E 即 是 微观 理论 中 的 电场 ,H 即 是 微观 理论 中 的 磁场 . 由 
(1.9) 一 (1.12) 可 以 看 出 ,c 代表 静电 单位 电荷 与 电磁 系 单位 电 春 
的 比值 . (1. 9) 一 (1. 12) 式 称 为 微观 的 麦克 斯 韦 方程 ,以 后 常 简 称 
为 麦克 斯 韦 方程 . 当然 ,我 们 应 该 在 此 强调 ,虽然 (1. 9) 一 (1.12) 在 
我 们 的 理论 中 称 为 假定 ,它们 事实 上 是 很 多 年 的 实验 结果 的 总 结 . 

我 们 在 此 必须 证 明 (1. 8) 与 麦克 斯 韦 方 程 互相 没有 冲突 ,可 以 
有 共同 的 解 . 具体 地 说 , 即 是 要 求证 明 如 果 已 知 p 和 pw 适合 
(1.8) 式 ,那么 (1.9) 一 (1. 12) 式 对 于 E 生来 说 是 有 人 解 的 . 在 这 
个 讨论 里 ,我 们 首先 指出 如 果 p 和 pwv 为 已 知 的 xz,y,z,t 的 水 数 ， 
那么 (1.9),(1. 10) 两 式 同 t==0 时 刻 的 E 和 五 值 ( 称 为 起 始 条 件 ) 
便 决 定 了 上 之 0 各 时 刻 的 EE 和 五 . 这 是 证 明 的 第 一 步 . 其 次 ,我 们 证 
明 如 果 已 知 的 p 和 pw 满足 (1.8) 式 ,而 又 如 果 在 t=0 时 ,(1. 11) 
及 (1.12) 式 都 满足 ,那么 在 1 二 0 的 任何 时 刻 , (1. 9) 及 (1. 10) 的 解 
也 满足 (1.11) 及 (1. 12). 这 是 证 明 的 第 二 步 . 以 上 说 明 如 果 我 们 的 
起 始 条 件 满足 (1. 11) 和 (1. 12), 又 如 果 已 知 的 p 和 pw 满足 
(1. 8) ,那么 (1.9) 一 (1.12) 有 共同 的 解 ,而 解 是 惟一 的 . 

第 一 步 中 的 证 明 如 下 : (1. 9) 和 (1. 10) 的 微分 方程 ,与 下 列 微 
分 方程 式 组 


有 : IJ ?.y29 ep ? 


0 ? Wy 2 
中 2 1532 区 本 


dy 
== GO 3 


的 性 质 相 仿佛 ,所 不 同 的 只 是 在 (1.9) 和 (1. 10) 中 所 求 的 乃 是 在 不 
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中 所 求 的 乃 是 相当 于 不 同 ” 值 的 y, 求 这 些 量 如 何 为 1 的 函数 . 换 
句 话说 ,(1. 9) 和 (1. 10) 的 形式 与 (1. 13) 相 似 ,在 不 同 点 (zi, yi， 
CD TG PP OC PD (TD 2 SR 
有 H(zz;yy2yz2),… 在 (1.9) 和 (1. 10) 中 的 地 位 相当 于 (1. 13) 中 的 yi， 
yz，"…，yn. 《1.13) 有 解 ,并 且 在 固定 的 起 始 条 件 下 只 有 一 个 解 . 如 
果 不 要 求 过 分 的 严谨 ,我 们 可 以 用 以 下 的 证 明 . 

已 有 在 :一 0 的 起 始 条 件 , 即 已 知 在 上 一 0 时 的 y1,y:，… 的 值 ， 
称 它们 为 允 , 罗 ，… 代 入 (1.13) 式 右 方 , 即 获得 上 一 0 时 的 dyi/dt， 
dyz/dt，…。 PE] (dy dt)", (dy2/dt)" ,… ,等 等 .将 (1.13) 式 两 
方 对 :上 微 商 ,再 以 已 知 的 yx ,Cdyi/d2)"'G==1,2,…,n), 代 入 此 式 的 
右 方 , 即 获得 d2yy/d 在 t==0 的 值 (d?y;/dz?)". 将 (1. 13) 两 方 对 t 
微 商 两 次 ,以 已 知 的 yx; (dyi/dt)",(d2yi/dzt?)" 代入 此 式 的 右 方 , 即 
获得 在 t==0 时 dy;/dz 的 值 ,…. 以 此 类 推 ,可 以 获得 在 1:=0 时 y; 
对 z 任何 高 次 微 商 的 值 ,因此 ,利用 
dy 
dt 
便 可 以 算出 在 t 时 刻 的 yi. 

用 同样 的 精神 可 以 证 明 (1.9) 和 (1. ep 
有 解 ,并 且 解 是 惟一 的 . 但 是 必须 指出 ,这 个 证 明 是 形式 的 ,因为 在 
(1.13) 式 中 只 有 有 限 的 变数 y,, 而 在 这 里 我 们 有 无 穷 多 的 点 , 因 
而 有 无 穷 多 的 变数 (多 得 不 可 以 列举 ). 因此 ,严格 的 讨论 不 允许 我 
们 将 (1. 9) 和 (1. 10) 看 成 一 组 第 微分 方程 ,而 必须 以 偏 微分 方程 来 
看 待 它们 . 那 时 ,我 们 非但 需要 起 始 条 件 ,而 且 需 要 边界 条 件 . 我 们 
在 此 暂时 不 要 求 这 样 严谨 的 讨论 . 

第 二 步 的 证 明 如 下 : 在 (1. 9) 式 两 方 乘 以 V. ,得 


| 全 凡 
dr” 


Ze 
Ve la 


2 | de 


@ ”严格 的 证 明 见 L. Bieberbach:《 微 分 方程 理论 》, 第 二 章 , 或 B. H，CmnpHoB:《 高 
等 数学 教程 ) 第 二 册 8 51. 那里 用 的 是 “逐步 渐 近 法 ”, 而 刻 ,f;,… 等 均 假定 满足 利 普 希 
获 (Lipschitz) 条 件 .没有 这 条 件 , 便 不 易 获得 所 需要 的 证 明 . 
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1 dr 
C 四 Ss 2 人 


是 | 玫 已 知 的 (1.8) 二 消去 V*pv; 得 
O 
alYV*E— 4r0)} = 0. 


对 t 积分 ,得 

V» B=4n0= /(2y 9. 
如 果 已 知 在 t=0 时 刻 VY，E=4rp, f 必然 为 零 ,因此 在 任何 1 二 0 
的 时 刻 , (1. 12) 式 也 成 立 . 同样 在 (1. 10) 式 两 方 乘 以 V。 ,得 


9 
gtv* H) = 站 5 


对 上 积分 ,得 

V "及 王 8SECZ yz). 
如 采 已 知 在 上 0 时 鼠 到 处 的 散 度 为 零 ,g 必然 为 零 , 因 此 H 的 散 
度 保持 为 零 . 

ID 直下 电 李 帮 杆 下 的 :在 导言 0 
(1.12) 中 ,p 取 有 限 的 值 . 如 果 要 讨论 点 电荷 ,由 于 在 点 电荷 处 p 
为 无 穷 大 ,上 面 的 微分 方程 基本 上 失去 了 意义 .在 下 节 中 ,我 们 将 
引入 一 种 函数 , 称 为 8 也 数 ,使 点 电荷 所 产生 EE 和 量 的 讨论 ,与 带 
有 限 密 度 的 电荷 所 产生 的 电磁 场 的 讨论 ,形式 上 相似 . 如 果 要 求 严 
格 地 讨论 点 电荷 所 产生 的 电磁 场 ,那么 我 们 假定 在 点 电荷 以 外 各 
点 的 已 和 瑟 , 适 合 o=0 的 (1.9) 一 (1.12) 式 ,而 在 点 电荷 上 ,假定 
E 和 五 的 性 质 是 奇异 的 ,再 假定 E 和 五 在 奇异 点 的 周围 取 某 些 
已 知 的 性 质 . 这 样 的 讨论 是 不 方便 的 . 


@ ”最 后 一 个 假定 的 必要 性 可 以 由 静电 学 中 拉 普 拉 斯 方程 
VV=0 
的 讨论 看 出 . 如 果 除开 原点 外 到 处 适合 上 式 ,y 的 解 不 是 惟一 的 ,而 必须 由 原点 附近 
V 的 性 质 而 决定 (C. I，Co5ones,《 数 学 物理 方程 ,第 十 章 ). 这 相当 于 在 原点 可 以 有 电 
荷 , 电 偶 极 子 , 电 四 极 子 等 等 的 事实 . 
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(3) 洛 伦 兹 力 


我 们 再 假定 当 电 和 荷 密度 是 有 限时 ,在 小 体积 元 dV 中 的 电 葵 
i 四 计时 
odV ER (1. 14) 


式 中 EE,H 力 是 在 此 体积 中 某 点 的 电磁 场 . 正 同 (1. 9) 一 (1. 12) 一 
样 ,(1.14) 虽 然 在 我 们 的 理论 中 以 “假定 ”的 身份 出 现 , 但 它 实际 上 
是 许多 年 的 实验 结果 的 总 结 . 

在 此 我 们 可 以 看 到 如 果 电 耸 集 中 于 几何 点 , (1. 14) 式 便 不 能 
应 用 ,因为 点 电荷 对 于 E 和 HH 来 说 是 奇异 点 ,那里 的 E 和 HH 是 无 
大 (11D 天 去 了 局 尺 . 这 个 困难 写 以 中 所 W 认 的 HJ 同 
作用 力 ”(§ 27) 是 分 不 开 的 .这 也 是 使 我 们 在 最 初 的 讨论 中 宁愿 自 
第 二 种 电荷 出 发 的 理由 . 

总 结 以 上 ,可 见 我 们 的 假定 乃 是 连续 性 方程 ( 即 (1. 8) 式 ), 麦 
克 斯 韦 方程 ( 即 (1.9) 一 (1.12) 式 ) 及 洛 伦 兹 力 (1. 14). 连续 性 方程 
告诉 我 们 p 和 pw 必须 适合 某 些 条 件 .麦克斯韦 方程 告诉 我 们 如 
何 由 已 知 的 p 和 pwv 来 决定 E 和 如 , 亦 即 由 已 知 的 p 和 pw 来 计算 
由 与 这 些 电荷 相应 的 电磁 场 . 这 个 电磁 场 以 后 将 简称 为 这 些 电 答 
所 产生 的 电磁 场 . 最 后 洛 伦 兹 力 告 诉 我 们 电荷 所 受 的 力 .很 显然 ， 
我 们 在 此 缺少 电 丛 的 运动 方程 ;我 们 很 容易 想像 ,有 了 这 个 方程 及 
以 上 的 三 个 假定 , 便 能 目 已 知 的 起 始 条 件 完 完 全 全 地 决定 E 和 五 
以 及 电荷 此 后 的 一 切 情 形 . 但 电 人 衔 运动 方程 的 讨论 ,至 今 还 没有 完 
满 地 解决 . 我 们 将 于 第 五 章 及 第 九 章 中 讨论 电子 的 运动 方程 . 

值得 指出 : 在 我 们 的 出 发 点 中 , 磁 荷 是 不 存在 的 2. 寻常 宏观 
磁 价 的 出 现 , 力 是 由 于 一 个 封闭 电路 所 产生 的 人 磁场 与 一 个 人 磁 侦 极 


@ ” 当 我 们 考虑 电子 的 自转 时 , 磁 荷 是 存在 的 ,等 于 某 一 个 矢量 的 散 度 ,这 可 以 用 
一 个 适当 的 变换 消去 . 参阅 区 .HH，Bnoxnnues:《 量 子 力学 原理 》§ 60 中 最 末 一 段 讨论 . 
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子 相同 的 事实 ;这 一 点 是 大 家 所 熟知 的 ,我 们 的 理论 也 采用 了 这 个 
观点 . 


3 2 6 函数 的 性 质 与 点 电荷 的 密度 


如 果 一 定 要 引入 一 个 电 蓓 密度 来 描写 一 个 点 电荷 ,那么 我 们 
必须 引入 一 个 较 奇 怪 的 函数 一 一 6 函数 .为 简单 起 见 , 先 讨论 一 维 
空间 . 令 6(z) 定 义 为 以 下 的 函数 : 

26) = 0 40 m0 
Ir Dead = 1. 3) 
那么 当 我 们 有 一 个 放 在 z=& 处 的 单位 电荷 ,电荷 密度 pC(z) 便 成 
为 
De 
因为 在 BE 处 ,Pp 二 0, 而 总 电 衍 
Jeydz 
等 于 1. 同音 ,如 果 有 点 电 全 em se yy 有 放 在 z= 2 二 20, 
A 
p(z) = e007 ee £0). 
推广 至 三 维 空间 ,得 
CE SG — €°)6(y CO— 7°)0(z — £0). 
C2 

如 果 想 画 出 6(z) 函 数 ,那么 我 们 画 出 如 图 3 中 的 一 个 曲线 
f(x), 在 原点 处 f 为 极 大 ,曲线 f 下 的 面积 等 于 1, 而 设想 在 原点 
的 高 峰 变 为 极 高 极 案 时 的 情形 (在 变化 时 面积 保持 为 1). 该 时 的 f 
可 以 想像 为 我 们 的 6(z). 

让 我 们 讨论 下 面 的 积 
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“0 fC) (0)dz; 
式 中 f(x) 为 菜 一 已 知 也 
数 . 由 于 xz 关 0 处 对 于 上 面 
积分 的 贡献 为 零 ,因此 积 4 
号 中 的 f(z) 可 以 换 为 
元 ”3 

图 3 


”GascoDdz= of 0 


如 果 积 分 极限 不 是 士 co 而 是 (c,2) ,那么 我 们 很 容易 看 出 
6 f (0) (a,b \ 同 符号 )， 
| | ea i 
“ 0 (a,b Es 有 
此 外 ,我 们 可 以 看 到 


人 ee sy (A) 


严格 讲 来 ,(2.1) 所 定义 的 6(zx) 是 不 存在 的 .那么 我 们 应 该 如 何 地 去 了 
解 像 
f(x) = (x) 
的 一 个 式 子 的 意义 呢 ? 自 一 个 具体 的 例 出 发 ,我 们 熟知 在 傅 里 叶 级 数 的 理论 


G@ 由 于 (2.1) 中 第 一 式 ,适合 6(zx)==0 的 点 集 的 测度 等 于 全 部 积分 区 域 ， 
6(z) 关 0 的 点 的 测度 是 及 ,因此 SCz) 的 勒 贝 格 积分 等 于 零 ; 因 此 8(Cz) 的 寻 锁 积分 ,如 果 
存在 的 话 , 也 必然 是 零 ,与 (2.1) 第 二 式 冲 突 . 如 果 只 讨论 (2. 3) 的 左 方 ,为 了 数学 上 的 
严谨 起 见 ,不妨 将 左 方 换 为 斯 提 叶 斯 积分 

| readscm， 
式 中 e(x) 代 表 
Ee) = Ml /2 TE>0 
79 "1/2 0 
的 函数 . 这 样 的 积分 是 有 意义 的 . 要 严格 地 讨论 SCz) ,请 参阅 L. Schwarz:《 分 布 理 
论 》,1951. ; 
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中 中， 
er MO 


2 


sina| 
0 (2. 5) 


学 全 


各 二 | ye 一 
2sin| 
如 果 f(z) 不 是 连续 的 , 右 方 应 换 为 
{ft 0 + fz — 0)). 
将 (2.5) 与 (2.4) 比 较 后 ,我 们 便 想到 可 以 将 
1 sinFn( — ZY)/2 


lim 一 


n=co 2r sin[ (# — x)/2|] 


eh 


0 vn y 2 


Rs 时 
a (2. 6) 


我 们 在 此 必须 强调 ,这 仅 是 一 个 写法 而 已 .事实 上 ,(2. 6) 式 左 方 的 极限 并 不 
存在 ; 写 下 的 (2. 6) 式 仅仅 代表 (2. 5) 式 ,不 多 也 不 少 . 
在 全 里 叶 积 分 中 ,我 们 有 同样 的 情形 ,得 


ps sinn(t — x) 
7 一 >OO Tt ee TX) 


及 .LiesaHeHKo 与 A。CorkoroB 在 《经 典 场 论 ) 中 , 曾 用 类 似 的 精神 讨论 了 了 56 (zx)， 
认为 这 是 6(x) 的 一 个 较 好 的 定义 ,因为 这 样 的 定义 可 以 援 用 到 不 连续 的 函 
数 . 


以 上 是 之 有 6(zx) 字 样 的 方程 的 一 个 意义 . 另外 的 一 类 天 有 
SCz) 的 方程 以 


= OF DD, (C277) 


V: eS 4r0O(CZ)O(Cy)OCz ) 他 全 


为 典型 , 式 中 z= 二 {zz 十 沁 十 z?)? ,Vi 为 拉 普 拉 斯 算 符 (32/3x?) 十 
(82/8%) 十 (3?/3z2). 这 个 式 子 中 的 左 方 在 r=0 处 是 没有 意义 的 ， 
因此 我 们 首先 要 问 这 个 式 子 代表 什么 . 原来 一 个 封闭 面 的 面积 2 


| 二 .= | 一 [was (2. 9) 


@ 参考 B. ICwrpHog:《 高 等 数学 教程 》 8$ 150. 
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是 有 意义 的 , 右 方 等 于 4r, 如 果 积 分 面 所 包含 的 体积 包含 原点 ;或 
等 于 零 ,如 果 积 分 面 所 包含 的 体积 不 包含 原点 . 将 (2. 9) 右 方形 式 
地 改写 为 


(vvl)av = fw lav. 
如 果 体 积 包含 原点 ,那么 上 式 右 方 等 于 47; 如 果 体 积 不 包含 原点 
或 等 于 0, 因 此 可 以 用 
|4recosoo)acodv 
来 描写 . 因此 我 们 写 下 
|= vidv = |4r8)8 C8)dy, 
由 此 得 
一 V’ i = 4r8(r)6()6(z), 
亦 即 (2. 8) 式 . 实际 上 ,上 式 的 意义 仅 是 原来 的 
| 二 .ds = 一 或 0 ( 视 面 所 包含 的 体积 是 否 包含 原点 )， 

(2. 10) 


不 比 这 多 也 不 比 这 少 . 


”将 (2.10) 式 中 所 包含 的 意义 ,用 (2. 8) 写 出 ,是 有 实际 上 的 用 
途 的 . 例如 求证 
v’| ee eo = dn) (2.11) 


式 中 7 代表 目 (6,7,5) 至 (zyy,z) 的 距离 [(z 一 上 十 (y 一 7 十 
(z 一 59)2] 7 ,我们 可 以 援 用 以 下 的 办 法 : 
, | o(E,7,5)d6dzdt 
V 
re 
和 | V: 二 | ece,750dedyd 


本 | 一 4r6(z 一 人 8(y — WEz — Op(E,n, Cdédrdt 
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= (2-12> 
不 用 多 说 ,这 个 证 明 是 极 形式 的 . (2. 11) 的 一 个 较 严 格 的 证 明 见 
H. E， Tavsm《 电 学 原理 》§$ 95 节 ; 在 数学 上 严格 的 证 明 见 C.. 
Co6oreB《 数 学 物理 方程 ?第 十 一 章 最 后 一 段 ;详细 的 介绍 这 些 证 明 
在 本 书 范围 以 外 .我们 在 此 所 强调 的 即 是 这 些 形式 上 的 证 明 , 结 
往往 是 正确 的 (特殊 情形 在 外 ). 由 于 运用 这 些 方法 方便 ,我 们 将 时 
各 运用 这 种 方法 . 
依照 以 上 的 讨论 ,如 果 点 电荷 所 产生 的 电磁 场 五 ,如 满足 
名. 10) ,C1 1DK 


本 dr 
| 0 | oh 


| 4s + E= Ddre 


(第 一 式 中 的 六 为 $ 所 包围 的 体积 , > ,代表 对 $ 中 所 有 点 电荷 取 
和 ) ,那么 我 们 可 以 写 


WI 2 十 5)| ere — €°) 


(2. 13) 


S& Oly J 7 Ol Se ee) oo | 
VE = 000 C00 =m yo (A 
(注意 我 们 将 |ds x 形式 地 化 为 |(VX HdV， ) 此 后 当 我 们 讨论 


点 电 何 时 ,我们 援 用 (2. 14) 式 . 
引入 了 6 函数 后 ,可 以 将 与 点 电荷 相应 的 麦克 斯 韦 方 程 写 为 


5 ,4 Ce 0 
VX i 
] oH 
VHD (2. 15) 
本 村 二 0;， 


六 .五 一 和 SE 
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代表 
Ox a Em)O0Y 人 7 )G(Cz = Cn 

代表 (992) ,6 代表 (E55 下 只 

我 们 非但 引入 函数 6(zx), 并 引入 它 的 导数 人 (xz). 将 (2.4) 式 
两 方 对 xz 取 导 数 ,得 

|f@e CD 
这 人 于 加 
0 (z) 一 0 (zx0) 

定 必 了 .007 人 ( 和 TOCO 的 是 区 二 作客 有 衣 的 方 笠 
的 真正 意义 ,讨论 起 来 , 正 同 含有 6(z) 字 样 的 方程 的 意义 的 讨论 
相同 ,在 此 不 多 重复 . 值得 强调 指出 的 是 : 如 果 在 含有 6(z) 字 样 
的 各 个 方程 上 作 一 切 形式 上 的 微分 .积分 等 , 则 所 获得 的 式 子 就 其 
所 代表 的 真正 意义 而 言 ,往往 是 正确 的 (如 果 原 来 的 方程 的 真正 意 
义 是 正确 的 ). 因此 我 们 可 以 在 含有 9(Cz) 字 样 的 方程 上 作 一 切 形 


式 上 的 运算 . 
9(Cz) 显 然 可 以 取得 满足 下 式 : 
0(X) 一 十 0( 一 工 ). (269 
由 此 得 
(0 (2.17) 
此 外 6(z),6'(z) 有 以 下 的 性 质 , 值 得 提起 : 
(OO = = OE = (2. 18) 
X02)= 0, (2.19) 


6(9(7))= >) ey 
式 中 zx, 为 pC(z) 的 根 .此 外 又 有 
SG) = 02) |al|, 
(大 一 040) 一 (0 一 ca) 十 6Gz 十 ac)) /2z， (2. 20) 
| 
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等 式 . 为 了 证 明 这 一 些 , 只 消 讨 论 双 方 乘 上 一 任意 函数 f(z) 而 积 
分 的 结 采 . 详细 情形 见 以 上 所 提起 的 《4 经典 场 论 ) 第 一 章 . 
(2.15) 中 的 pv,pP 显然 地 满足 (1. 8) 式 . 为 证 明 此 点 ,我 们 注 
是 才 的 丽 数 ,而 过 静 是 
站 /oe Tm edt de es 
因此 
V。0m 一 2 > (XT— €°)6Cy— 7) 一 5 ) 


十 OR — €0)0 (yO— 7 0 Co— EV) 十 …)， 
而 


8@p (2) 9 (3) a a doe 
es (BEmo™ 2 


V(x — €°) < 十 | 


= 


= Se (= OF EO 7 60) 
— (zr— €°)0 (yO— 7°) — EHO)v 十 …)}. 
因此 (1. 8) 满 足 . 
值得 指出 ,(2. 15) 中 的 63 (xz 一 6 ) 可 以 换 为 
0 (zz 一 5)6(Gy OO— 7°)0(z 一 和 22) 
不 影 响 (1. 8) 的 包 Q 满 足 . 这 样 的 电 答 实际 上 相当 于 偶 极 子 ,重要 
gn 15) 中 的 点 电 硒 . 


$3 能 量 ` 动 量 . 角 动量 的 守恒 


在 这 市 中 我 们 目 麦 克 斯 韦 方程 证 明 三 个 式 子 ;它们 分 别 地 代 
表 能 量 动量. 角 动量 的 守恒 . 

(1) 能 量 的 守恒 

讨论 电磁 场所 施 于 茶 体 积 中 的 电荷 的 力 在 一 秒 中 所 作 的 功 
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A= [oe E+L xH): vy. (3. 1) 


上 式 即 是 寻常 理论 中 力 FF 与 速度 wv 的 标 积 在 我 们 所 讨论 的 情形 
下 的 形式 . 因 w。(v XH)==0, 得 


A= |o(E vdy, (3. 2) 
利用 (1. 9) 式 ,上 式 右 方 成 为 
人 _19E 
[2 (EvVxa a dv (3. 3) 
将 
H.VYxXxE 一 y. (E x H) 代 楚 E.VxH， 
六 
1 oH 
SA cc Or 代替 V xX E, 
(3. 3) 成 为 
工 [和 295 .oH| crF 
| 站 | a Ex 有 jay 
] OO C 
因此 得 


+ 于 (ETHYdV = 一 A-[ 二 (EXH) .dS. (3. 4) 

所 以 能 将 积分 号 下 的 9/9i, 移 至 积分 符号 外 ,改写 为 d/dt, 力 是 因 
为 此 间 所 考虑 的 V 及 包围 V 的 面 $ 都 是 不 变化 的 . 

由 (3.4) 式 可 见 , 如 果 称 (8x)-1(E? 十 H?) 为 电磁 场 的 能 量 密 

度 w，, (c/4r) 义 五 久 囊 。dS 为 每 秒 中 电磁 场 的 能 量 在 dS 面 上 ( 沿 

dS 的 方向 ) 所 流 过 的 数量 ,那么 (3. 4) 便 正确 地 代表 了 能 量 守 恒定 

律 . 在 (3. 4) 双 方 乘 以 一 1, 这 个 新 式 子 便 说 在 体积 了 中 电磁 场 能 

量 在 一 秒 中 的 减少 , 正 是 电磁 场所 施 于 Y 中 电 奏 的 力 在 一 秒 中 所 

作 的 功 , 加 上 电磁 场 能 量 在 Y 的 表面 $ 上 在 一 秒 中 所 流出 的 值 . 

如 果 将 4 写 为 在 Y 中 电荷 的 能 Us 在 一 秒 中 的 变化 (物体 的 能 在 
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一 秒 中 的 变化 , 即 为 外 界 所 施 于 它 的 力 在 一 秒 中 所 作 的 功 )， 
= (S85) 


SN 


三 
村 


一 > 


和 [Oo 十 | 二 (E+ H’)dV |—— | EE XH) ds. 

(3. 6) 
这 句 话 的 物理 意义 是 : 在 体积 内 总 能 量 ( 电 磁场 的 及 电荷 的 ) 在 一 
秒 中 的 变化 等 于 在 表面 上 电磁 场 能 量 的 流入 . 

必须 指出 ,由 于 (3.4) 式 的 导出 ,我 们 才 令 (1/8x) (BE? 十 下 ?) 为 
电磁 场 能 量 密度 w, (c/4r) (EX 日 ) 为 电磁 场 能 量 流 密度 Y(Y 通常 
称 为 坡 印 亭 - 乌 莫 夫 矢量 ). 暂时 不 妨 以 为 要 引入 这 些 名 词 的 理由 ， 
仅 是 要 将 (3.4) 式 了 解 为 能 量 守恒 定律 ,如 此 才 可 以 很 容易 地 记 住 
它 及 与 它 相 应 的 事实 . (这 即 是 说 ,如 果 我 们 能 记 住 (3. 4) 式 ,那么 
我 们 正 不 必 引 入 以 上 的 名 词 . ) 

所 以 要 指出 此 点 , 乃 是 要 避免 对 于 电磁 场 能 量 密度 u, 电 磁场 
能 量 流 密度 Y 作 不 必要 的 猜测 ,例如 大 家 熟知 电磁 波 的 进行 速度 
为 ,那么 我 们 便 会 推测 

2 (37) 
而 事实 上 这 个 式 子 只 对 于 平面 波 有 效 . 

另 一 方面 ,始终 只 强调 (3. 4) 式 而 忽略 (1/8r) (天 十 五 ?7 可 以 
代表 电磁 场 的 能 量 密 度 w 等 事实 ,也 是 不 正确 的 . (1/8r) (FE 十 HH?) 
是 一 个 物理 量 ; 有 它 的 物理 性 质 其 中 之 一 即 是 《3.4) 所 代表 的 
事实 . 由 (3. 4) 式 及 能 量 守 恒 的 一 般 原 则 ,可 以 设想 它 是 能 量 密 
度 . 这 个 设想 完全 可 能 是 正确 的 . 这 样 的 能 量 密度 可 能 具有 其 他 
的 性 质 ， 有 些 与 物体 的 能 量 的 性 质 相 似 ， 有 些 不 相似 ， 须 具体 地 
由 我 们 的 三 假定 去 研究 . 这 些 不 相似 处 不 妨碍 它 的 被 称 为 能 量 密 
度 . 

(3. 6) 似 乎 对 于 寻常 物质 及 电磁 场 是 不 对 称 的 ,因为 左 方 是 二 者 的 变化 
率 , 右 方 只 是 电磁 场 的 能 量 的 流入 . 事实 上 ,如 果 令 Us 代表 在 V 中 电 区 的 机 
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械 能 ,那么 在 时 间 变 化 时 ,由 于 电 衔 可 以 走 过 V 的 表面 ,ZeG 十 Ai) ,CaG) 不 
代表 同样 的 电 蓓 的 机 械 能 . 另 一 方面 ,4 应 该 是 某 些 不 变 的 电荷 的 机 械 能 凡 
恋 化 率 , 因 此 (3. 5) 应 改 为 

网 本 俐 es 


式 中 Y 代表 电荷 的 机 械 能 的 流量 ,得 


(Unt+ | 去 (B+ HYaV)=- [二 (EB x H) ds — Yr a 
显然 地 ,上 式 对 于 寻常 物质 及 电磁 场 是 对 称 的 . 对 于 下 面 的 动量 守恒 式 


(3. 15) ,有 类 似 的 讨论 ,不 拟 重 复 . 


有 一 点 是 极 贷 兴趣 的 , 便 是 我 们 可 以 引入 电荷 施 力 于 电磁 场 
的 概念 . 令 这 个 力 大 小 与 洛 伦 兹 力 相等 ,方向 相反 ,于 是 (3.4) 中 的 
(一 4) 可 以 了 解 为 电荷 所 作用 于 电磁 场 的 力 所 作 的 功 , (3. 4) 可 以 
了 解 电 磁场 的 能 量 守恒 ;电磁 场 能 量 的 流入 加 上 电荷 在 电磁 场 上 
所 作 的 功 等 于 电磁 场 能 量 的 增加 . 

必须 强调 : 这 不 仅 是 一 个 看 法 而 已 ,而 有 它 的 物理 内 容 . 一 方 
面 , 由 电磁 场 可 以 承受 力 这 一 点 ,可 以 加 强 “ 电 磁场 是 一 种 物质 ”的 
认识 , 另 一 方面 ,在 电磁 场 可 以 承受 力 的 理论 中 ,牛顿 第 三 定律 
一 一 作用 与 反作用 大 小 相等 而 方向 相反 一 一 可 以 在 电动 力学 中 成 
立 . 这 一 点 将 在 (2) 小 节 中 再 提起 . 


(2) 动量 的 守恒 
讨论 在 体积 V 中 电荷 所 受 的 力 
[olE+2xa dV. (3. 8) 


ECBE/ Oo I COON/ MC OC 19) EE ER 
1 


Sl ee- 
| 去 EV E+ VXH)XH Ex Hldy. 


47c 
草 朋 X10 Qi); 交 村 谍 写 为 
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[去 EV: EHYVY-: H)+[VXH)XH+(VXE) XE] 


-BxH+EXID jar (3. 9) 
被 积分 项 可 以 写 为 
V. (LIEE + HH -iE + HY EX), 
(3. 10) 
式 中 了 7 代表 并 矢 式 
Ey 


而 jk 力 是 沿 x,y,z 轴 的 单位 天 量 . 由 (3.9) 得 (3.10) 的 一 个 方 
法 是 : 将 (3. 10) 中 花 括 号 中 的 并 天 式 了 的 分 量 写 出 ， 

Ty = (BE + HAH) — wou(E: + H’), 
eH 093 SI, Er His Hs 人 八 开 
ee et 
外? 及 了 的 函数 ,定义 为 

6 =1 (i=), 
6j =0 (G7. 
那 时 我 们 所 需要 的 证 明 即 是 证 明 下 式 : 
Dp vt 


+ (Vx E) x EJ). 
了 


这 样 的 证 明 昌 然 是 直接 的 ,但 过 于 宛 长 ,在 此 精简 是 . 我 们 在 此 采 
取 一 个 较 简 单 的 证 明 ,证 明 如 下 : 

和 区 
前 一 项 由 于 V 作用 于 前 一 个 EE 而 获得 ,后 一 项 由 于 VY 作用 于 后 一 
个 EE 而 获得 . 其 次 ， 


Q@ 读者 可 参阅 一 个 类 似 的 计算 ,H. E.， Tamm:《 电 学 原理 》, 8 105. 
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a 

v: [TE1)=v [SEGi + jj + kk) | 
,1 2; 1 了 ra 
=|v Le%i+ [v- 2 ji+ |[v | 
0 之 [ 工 |; | 
| 本 

aE 1 aE 

= E+i 让 .E+k . 
= 

因此 

Vv: [EE— EI (E:WE+(V:BE- (VE):E 
由 于 


(A-:DWB— (VB.A=(Vx BxXA, 


Ws [EE — TE:1) = (VDET (VxXE)XE 


由 此 便 可 获得 所 需要 的 证 明 . 此 后 类 似 这 些 的 证 明 , 和 常常 精简 . 
我 们 可 以 证 明 , 对 于 任何 并 矢 式 工 ,， 


| J |as 7. CD 
证 明 征 很 简单 的 . 将 7 写 为 
dt 十 Ty 十 a Ti 十 《7 十 Tk, 


式 中 Ti 代表 矢量 Ti 十 Tj 十 Tk, 等 等 , 便 获 得 
|as We jas -CT 


(ds . “TYi+ | (ds Tj + | ds TK 


” Ti Tj 十 了 sdY 


| 
| TidV 十 | T,)jdV 十 [9: TkdV 
I 
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和 jv- T)dV. 
此 后 类 似 这 些 的 证 明 , 也 常常 精简 . | 在 此 应 注意 如 果 不 是 对 称 
的 , 即 如 果 TzTi, 那 么 | (V . ryavz#|7 “dS. 
利用 (3. 10) 式 及 方程 (3. 11) ,获得 以 下 的 结 
9 
[elE+ 0 Hjdv = |as .7 = ME x HydV, 
(3. 12) 
式 中 了 代表 并 矢 式 
1 外 2 2 
EE 十 HH) 一 (EB + HOL. (3. 13) 


(3. 12) 可 以 写 为 


I 二 | 也 
$f| EX Hdv = je E+ x HJdv + [ds T. 


(3. 14) 
如 果 将 (1/4rc) (EXHH) 认 为 是 电磁 场 的 动量 密度 g8, 一 4S .7 为 
一 秒 中 电磁 场 的 动量 经 过 dS( 沿 dS 方向 ) 的 流动 的 数值 ,那么 
(3. 14) 式 代表 动量 守恒 定律 . 因为 乘 上 了 一 1 后 ,(3. 14) 式 的 意义 
即 成 为 : 在 体积 中 电磁 场 动量 在 一 秒 中 的 减少 ,等 于 电磁 场所 施 
于 电荷 的 力 , 加 上 电磁 场 动量 在 面 上 在 一 秒 中 的 流出 . 如 果 将 电荷 
所 受 的 力 认为 是 电荷 的 机 械 动 量 Cu 在 一 秒 中 的 变化 ,那么 


二 dGa _ 
呈 | RN as T C2 


代表 着 : 在 体积 V 中 在 一 秒 中 总 动量 (电磁 场 的 及 电荷 的 ) 的 增 
加 ,等 于 电磁 场 动量 在 S$ 面 上 在 一 秒 中 的 流入 . 在 电 集 可 以 走 过 表 
面 时 ,(3.15) 应 该 改变 ,改变 后 的 式 子 对 于 电磁 场 及 电 共 是 对 称 的 
( 见 (3.7) 式 后 的 讨论 ). 

在 (1) 中 对 于 (1/8x) (已 :十 已 ?) 为 能 量 密度 x 的 讨论 ,也 可 以 
同样 地 援 用 到 (1/4rc) (EXH). (1/4rc) (EXH) 为 动量 密度 g, 旋 
是 因为 它 满足 (3. 15) 式 . 在 寻 和 闸 牛 顿 力学 中 的 能 量 动 攻关 系 
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mv 三 = SA (mo J » 。( 动 量 )， 
对 于 电磁 场 而 言 是 不 满足 的 . 在 相对 论 力 学 中 ( 见 本 书 第 七 章 ) ,一 
个 质点 的 能 量 上 U 与 动量 p 有 以 下 的 关系 : 

= Ce 
Ee a 点 在 静止 时 的 质量 , 称 为 请 质量 . 对 
于 在 真空 中 的 平面 电磁 波 , 我 们 有 

lol (1 

正则 鸡 三 0 的 《3.16) 式 一 样 ; 但 在 一 般 情 形 下 坟 3 1 人 谎 | 六. 
因此 与 g 中 的 关系 ,不 能 自 寻 常 力 学 或 相对 论 力学 中 质点 的 动 
量 能 量 所 适合 的 关系 用 比拟 法 而 获得 ,必须 自我 们 的 出 发 点 
(1.8),(1.9) 一 (1.12),(1.14) 具 体 去 讨论 . 


(3. 14) 也 可 以 如 此 地 解释 : 左 方 的 解释 与 前 相同 , 即 (1/4xc)EXH 依然 
代表 电磁 场 动量 密度 , 右 方 第 一 项 解释 为 在 体积 中 的 电荷 在 一 秒 中 所 给 予 体 
积 中 的 电磁 场 的 动量 , 右 方 第 二 项 代表 在 体积 面 上 由 外 流入 体积 内 的 电磁 场 
动量 . 因此 (3. 14) 代 表 电 磁场 动量 的 守恒 . 注意 这 个 解释 与 以 上 的 解释 完全 
相同 . 事实 上 ,在 新 的 解释 中 ,在 面 上 流入 了 a .了 ,成 为 体积 
内 的 电磁 场 动量 的 增加 ,但 其 中 一 部 分 由 电磁 场 送 给 了 电荷 ( 即 (3. 14) 右 方 
第 一 项 取 去 负 号 ) ,余下 的 一 部 分 成 为 (3. 14) 左 方 ,如 此 便 获得 了 原来 对 于 
(3. 14) 的 解释 . 


应 当 指 出 : 引入 电荷 施 力 于 电磁 场 的 概念 ,对 于 (3. 14) 的 认 
只 是 有 所 帮助 的 . 该 时 我 们 将 (3. 14) 右 方 第 一 项 了 解 为 电荷 所 施 
于 电磁 场 的 力 ,第 二 项 代表 体积 外 电磁 场所 施 于 体积 内 电磁 场 的 
力 , 那 么 (3.14) 便 成 为 电 磁 场 的 牛顿 第 二 定律 二 d (mw )/di. 如 
此 了 便 代 表 张 力 .在 这 样 的 理论 中 ,无 论 我 们 讨论 在 体积 肉 外电 
磁场 相互 所 施 的 力 , 或 讨论 电磁 场所 施 于 电荷 及 电荷 所 施 于 电磁 
场 的 一 对 力 ,牛顿 第 三 定律 都 成 立 . 有 些 作者 认为 这 个 看 法 是 更 正 
确 的 ,认为 根据 场 的 物质 性 ,张力 是 不 可 避免 的 ,因而 认为 张力 是 
客观 的 实在 ;在 本 书 作 者 看 来 ,虽然 这 样 的 看 法 并 不 能 带 来 实际 上 
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有 用 的 .不同 于 (3. 14) 的 结果 ,但 这 样 的 看 法 是 应 该 为 我 们 所 采取 
的 @. 


(3) 角 动 量 的 守恒 


取 空 间 任 意 固 定点 为 原点 , 令 r 代表 矢量 (x,y,z) ,那么 我 们 
可 以 证 明 


| 0 RB J 


=— |r x [olE+ ExH) lv +lrx Gas.). 


(3. 18) 
证 明 方法 与 前 雷同 , 因 过 于 元 长 ,在 此 精简 . (1/4xc)rX (EXH) 显 
然 代 表 电 磁场 角 动 量 密度 . 令 一 rx (dS，T) 代 表 在 一 秒 中 在 dS 
面 上 ( 沿 ds 方向 ) 所 流 过 的 电磁 场 的 角 动 量 的 值 ,那么 上 式 显 然 代 
表 角 动量 的 守恒 . 


这 里 引起 兴趣 的 问题 乃 是 : 我 们 由 量子 力学 ,知道 组 成 电磁 波 的 光子 有 
自 旋 现象 ,因而 有 自 旋 角 动 量 ,而 (1/4rc)rX (EXH) 中 含有 +, 好像 只 代表 轨 
道 运动 的 角 动 量 . 事实 上 可 以 证 明 这 非但 包含 了 轨道 运动 的 角 动 量 , 也 包含 
了 自 旋 的 角 动 量 包 . 在 寻常 的 量子 力学 的 场 论 中 , 自 旋 的 角 动 量 与 场 的 (或 波 
函数 的 ) 各 分 量 在 寻 管 三 维 空间 转动 下 的 变换 性 质 有 和 密切 的 联系 ,而 如 果 场 
的 (或 波 函 数 的 ) 各 分 量 在 三 维 空间 转动 下 的 变换 正如 一 个 矢量 时 , 自 旋 角 动 
量 的 值 是 1 (单位 是 (1/2r)X 普 朗 克 常数 ). 因 此 , 自 旋 角 动量 与 场 的 可 能 偏 
振 情 形 有 关 ,而 同时 表示 电磁 场 自 旋 角 动量 的 式 子 不 包含 r@. 但 在 这 个 理论 
中 的 总 角 动 量 ,不 适合 “规范 不 变性 ”的 要 求 ( 规 范 不 变性 将 在 本 书 $7 中 讨 
论 ) ,因此 必须 加 以 改变 . 用 减 去 一 项 而 同时 不 影响 角 动 量 守 恒 的 办 法 ,可 以 


@ 所 遗憾 的 , 即 是 这 样 的 力 并 不 完全 地 决定 运动 , 像 力学 中 的 情形 似 的 . 事实 上 ， 
(3.14) 只 能 部 分 地 决定 运动 ;完全 地 决定 运动 的 乃 是 麦克 斯 韦 方程 . 

@ 参阅 A.H，Axre3ep 及 B.B. Bepeoreuxmii 合 著 ;《 量 子 电动 力学 》3 3. 

图 在 此 理论 中 电磁 场 的 自 旋 角 动量 见 区 .Iteaueuko 及 A. CokonoB:《 经 典 场 论 》 
§ 30. 
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将 角 动 量变 得 适合 规范 不 变性 .如 此 获得 的 电磁 场 的 总 角 动 量 密度 正 是 
(1V/4rc)rX (EXH). 在 经 典 的 场 论 中 ,有 同样 的 情形 ( 见 下 面 8$ 50). 


在 电磁 场 的 理论 中 有 这 三 种 守恒 ,是 令 人 满意 的 . 
3 4 ”守恒 定律 的 应 用 


我 们 在 此 指出 守恒 定律 的 两 个 应 用 . 这 一 节 是 比较 不 重要 的 . 

(1) 由 能 量 守恒 定律 证 明 麦 克 斯 韦 方程 的 解 的 惟一 性 

在 这 里 我 们 证 明 : 如 果 已 给 某 一 体积 VV, 而 

(iD E,H 在 t==0 时 刻 在 V 中 各 点 上 的 值 是 已 知 的 (起 始 条 件 ); 

(ii) EE 或 H( 即 E,H 中 之 一 ) 在 V 的 表面 $ 上 在 所 有 的 时 刻 是 已 知 的 
(边界 条 件 ); 那 么 在 V 中 满足 麦克 斯 韦 方程 的 E,H 只 有 一 个 解 .op,pwv 在 此 
讨论 中 作为 已 知 量 . 

证 明 如 下 : 

令 E,,, HM 为 一 个 解 ， 五 52) ,H 为 另 一 个 解 ， 今 EE* ~=E 一 忆 (2) ， H* = 
HW 一 H ,那么 E* ,HH* 满 足 p=0,pv 一 0 的 麦克 斯 韦 方程. 利用 获得 (3. 4) 
的 方法 ,得 

d 
dt 


由 于 Gi),E* ,H* 中 之 一 在 S$ 上 为 零 , 得 


人 + HdV 一 0， 


Es :十 于， ay = 一 | 专 C， a (4. 1) 


dz 
亦 即 

| 襄 (B? 十 已 "9dY 一 常数 
利用 (i) ,得 


| 0. (4. 2) 


如 果 E* ,H'* 不 完全 等 于 零 , 上 式 左 方 必然 大 于 零 ; 因 此 E* 一 H* 二 0, 给 了 我 
们 所 需要 证 明 的 ED —E2 ,HY ~—H2. 


@@ 参阅 T. S.Chang( 张 宗 燃 ) ,Proc. Camb. Phil. Soc. 44(1947) 76 一 86. 
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很 显然 地 ,如 果 令 VV 为 全 部 空间 ,那么 (让 ) 应 换 为 男 一 条 件 , 使 在 无 穷 远 

处 的 面积 分 
交 (E* X H*) .dS 
等 于 零 , 亦 即 要 E,H 在 无 穷 远 处 非但 趋 近 于 零 ,而 且 以 适当 的 速度 趋 近 于 
零 ,例如 要 求 
5=-o| 坪 |， H 一 oO[ 古 |， (4. 3) 

等 等 . “0? 在 上 式 中 代表 数量 级 . 不 幸 地 ,在 通常 有 辐射 的 情形 下 ,E,H 等 不 
适合 (4. 3) 式 . 

(2) 由 动量 守恒 定律 去 计算 辐射 压力 

在 (3. 14) 的 讨论 中 ,我 们 曾 将 T。ds 解释 为 体积 V 外 电磁 场所 施 于 VV 
内 (邻近 于 表面 的 ) 电 磁场 的 力 .不 难看 出 ,这 一 项 也 等 于 Y 中 全 部 物质 ( 电 
位 场 及 电荷 ) 所 受 的 总 力 . 事实 上 ,(3. 14) 左 方 乃 是 V 中 电磁 场所 受 的 总 力 ， 
(3. 14) 右 方 第 一 项 取 去 负 号 成 为 V 中 电荷 所 受 的 总 力 ; 将 此 项 移 至 左 方 , 即 
得 所 需要 的 证 明 . 因此,T .ds 可 称 为 辐射 压力 号 . 

如 果 我 们 所 欲求 的 乃 是 V 中 电荷 所 受 的 总 力 , 那 么 由 于 (3. 14) 的 左 方 
可 以 不 等 于 零 , 它 不 一 定 等 于 T。d5 的 面积 分 . 讨论 以 下 的 具体 情形 . 


Ee a h 


C 


WAALS Ai 
图 4 
设 fhgi 为 一 物体 ( 见 图 4) , 设 电磁 波 由 fg 左 方 某 处 自 左 而 右 地 射 至 此 


物体 的 表面 pg 上 . 令 ap 为 一 单位 面积 .假定 电磁 波 经 过 行程 ac 后 已 完全 
被 吸收 , 即 假定 在 cd 右 方 电磁 波 的 强度 为 零 . 先 计算 abcd 体积 中 电荷 所 受 


@ 按 辐 射 压力 即 光 压力 ,为 著名 科学 家 1.H.。Jle6enes 首先 在 实验 室 中 证 实 . 参 
阅 [I. H。Jle6enes 选集 ,1949,p. 154. 
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的 总 力 F. 
依照 (3. 14) > 


r—| | ds .7 十 | ds .7 十 | dS .7 
ab cd ac bad 


x 
i Ca 


因 E,H 在 cd 面 上 等 于 零 ,上 式 右 方 第 二 项 可 以 忽略 . 第 三 项 第 四 项 由 于 对 
称 性 相互 抵消 . 如 果 第 五 项 可 以 忽略 ,得 


F= | as 人 (4. 5) 
称 dS 的 方向 为 n ,得 
F = | as i (4. 6) 
亦 即 总 力 FF 等 于 ab 面 上 一 个 压力 (n。T) 所 合成 的 力 . 
必须 指出 两 点 : 


(i) 实际 上 物体 中 电荷 所 受 的 力 , 并 不 在 ab 的 几何 面 上 . 取 邻 近 于 cp 在 
ab 右 方 的 一 小 块 体积 V' ,如 果 在 此 V' 的 表面 上 E,H 不 完全 等 于 零 ,那么 利 
用 (3.14) 式 可 以 算出 V' 中 电荷 所 受 的 力 而 证 明 这 个 力 不 等 于 零 . 事实 上 , 电 
磁 波 进入 物体 后 经 过 一 个 很 小 的 距离 (除开 X 射线 及 有 高 度 渗透 性 的 7 射 
线 外 ) ,往往 强度 即 几 乎 变 为 零 , 因 此 受 力 的 电荷 几乎 完全 在 ae 右 方 一 个 薄 
层 内 . 因此 粗糙 地 讲 我 们 可 以 认为 受 力 处 即 是 ab 表面 .在 这 个 意义 下 ,我 们 
说 电磁 波 施 一 个 压力 n， 了 7 在 物体 的 表面 ab 上 . 

(i) 我 们 指出 由 (4. 4) 推 出 (4.5) 时 ,我 们 曾 忽 略 了 (4. 4) 中 的 第 五 项 . 这 
严格 讲 来 是 不 正确 的 ,因为 第 五 项 不 等 于 零 . 虽然 如 此 ,在 某 种 情形 下 ,忽略 
第 五 项 还 是 可 以 的 .例如 让 电磁 波 自 :==0 起 以 不 变 的 强度 不 断 地 射 至 物体 
而 讨论 很 大 时 的 情形 . 那 时 在 每 一 点 的 E,H 对 于 时 间 的 变化 都 近似 为 

E= Eocos2nt, H = Ho cos 2nt. (U7) 
因此 


eS x H)dV 或 | SE x HydV 
对 于 时 间 的 平均 等 于 零 . 因此 令 五 ,T 代表 FF,T 对 于 时 间 的 平均 ,得 
下 一 | ds (4. 8) 
ab 


能 量 、 动 量 、 角 动量 守恒 定律 的 其 他 应 用 ,在 此 不 拟 多 加 讨论 .它们 非但 
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在 经 典 电动 力学 中 带 来 了 许多 结果 ,在 量子 电动 力学 中 也 具有 巨大 的 影 啊 . 
能 量 动量 守恒 的 重要 性 , 比较 容易 体会 ; 角 动 量 守恒 的 重要 性 比较 难以 体会 . 
但 在 事实 上 ,在 量子 力学 中 ,在 原子 核 物理 中 , 它 的 重要 性 是 非常 突出 的 . 例 
如 用 角 动 量 的 能 否 和 守恒 ,可 以 粗糙 地 判断 一 个 原子 核反应 ,能 否 顺 利 地 进行 . 


$ 5 ”假想 的 磁 荷 与 麦克 斯 韦 方程 


在 我 们 的 理论 中 , 磁 荷 是 不 存在 的 ;但 如 果 我 们 欲 在 理论 中 引进 磁 荷 ,这 
样 的 工作 是 极 容易 做 的 . 在 此 节 中 ,我 们 在 麦克 斯 韦 方程 中 引入 磁 荷 ,同时 引 
入 磁 和 位 所 受 的 力 ,再 证 明 § 3 中 的 守恒 定律 依然 有 效 . 

称 5 为 磁 荷 密度 ,pv 为 磁 荷 流 密 度 ; 它 们 为 xz,y,z,t 的 函数 ,适合 


vpi+ 0, (5. 1) 
与 (1. 8) 相 似 , 表 示 着 磁 荷 的 守恒 . 显然 地 , (1. 11) 式 应 改 为 
VvV*.H = 4r0. (85352) 


经 过 此 改变 后 , (1. 10) 必 须 作 一 些 相 应 的 变更 ,使 得 在 :=0 的 起 始 条 件 
(5.2) 及 运动 方程 (1. 10) 可 以 带 来 在 上 之 0 时 的 (5. 2). 变更 后 的 (1. 10) 式 成 
为 


oH 一 ~ 
二 p15. C7 


证 明 是 极 易 的 ,不 必 写 出 . 因此 ,麦克 斯 韦 方程 成 为 


OA 
We CG 本 Ss 


V XE=— 


VR ( 计 荔 


Va = A 

VyV*:E= 47n. 

注意 在 第 一 式 及 第 二 式 中 符号 的 不 同 . 
我 们 再 假定 dV 中 人 磁 荷 所 受 的 力 为 


~ 


DD dV. (5. 5) 


所 以 这 样 的 假定 , 乃 是 可 以 由 此 获得 三 种 守重 定律 . 
我 们 在 此 只 证 明 能 量 守 恒定 律 ,因为 男 外 两 个 的 证 明 是 类 似 的 . 电磁 场 
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所 作 的 功 4 为 
[o(E+2ExH).vav+ [HxE).vav 
= |oE .vav + | 三 .5dy 


C 1 oF oH 
= |( 世 ErvxH-H'vxB- 二 [BE: 闻 + HH 名 | jar 
人 pe 
2 | E(B + HdV — | Se (5. 6) 

因此 获得 了 (3. 4) 式 , 亦 即 能 量 守 恒 的 式 子 . 可 注意 的 是 ; 此 处 的 能 量 密 度 wx， 
能 基 流 密度 Y ,依然 分 别 地 为 

1 C 

二 十 五 2)， 1 x H), 
与 以 前 的 结果 相同 ,并 不 因 磁 人 答 的 引入 而 有 所 改变 . 同样 ,我 们 证 明 

v S v 
[elE+ 夺 x Hjav + [区 可 一 三 x Eldv 
1 9 


= |as 了 二 


Se 2 
T = ir (EE 十 HH) BR Js 


区 
C 


[rxolEt+ExH)avt|rxH( a— x EldV 


= [rx (ds 7) — [air X EX Ddy, 0 
47nc Ot 


代表 着 动量 与 角 动 量 的 守恒 . 此 间 的 电磁 场 动量 密度 , 角 动 量 密度 ,动量 流 密 
度 , 角 动量 流 密 度 如 何 地 为 E,H 的 函数 ,与 33 中 的 结果 完全 相同 ,并 不 因 
磁 荷 的 引入 而 有 所 改变 . 和 毋庸 多 说 ,它们 的 数值 是 有 了 变化 的 ,因为 E,H 的 
值 在 磁 荷 引入 后 必然 有 所 变化 . 

此 外 ,麦克 斯 韦 方程 (5. 4) 的 解 的 存在 的 讨论 , 解 的 惟一 性 的 讨论 ,也 正 
同 以 前 一 样 , 不 必 重 复 . 

(5.4) 式 对 于 电 及 磁 有 一 个 对 称 性 ; 即 如 果 我 们 将 p 换 为 p, v 换 为 v， 
P 换 为 一 p, vv 换 为 v ,EE 换 为 H,H 换 为 一 E, 那么 (5.4) 是 不 变 的 .事实 上 ， 
在 这 样 的 变化 中 ,(1. 8) 变 为 (5.1),(5.1) 变 为 (1. 8),(5.4) 中 第 一 第 二 两 式 
互相 对 换 , 第 三 第 四 两 式 互 相对 换 . 因此 如 果 已 知 b=pv==0, 又 已 知 

DC Vv 
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而 求 得 (5. 4) 的 解 

Be “HH = (5.9) 
刷 么 当 我 们 已 知 

» = Du = 0 0 一 GT v= oy 
时 ,(5.4) 的 解 便 是 
有 5 下 人 

国 此 知道 了 一 个 电荷 所 发 出 的 电磁 场 , 便 可 以 很 快 地 求 得 一 个 磁 葵 所 发 出 的 
电 做 场 . 

由 于 磁 荷 是 假想 的 ,在 实际 上 是 不 存在 的 ,我 们 以 后 不 讨论 它 . 


3 6 ”一 个 以 均匀 而 小 的 速度 运动 春 的 
电子 的 电磁 场 


讨论 一 个 以 均匀 而 小 的 速度 运动 着 的 电子 所 产生 的 电磁 场 . 
这 固然 是 一 个 极 特殊 的 情形 ,但 是 我 们 在 此 讨论 它 ,使 我 们 对 于 电 
子 所 产生 的 电磁 场 有 一 些 初 步 的 认识 . 

由 于 电子 始终 用 同一 速度 v 运动 ,那么 密度 o 必然 适合 下 列 
儿子 ， 

f(z 十 vAt,y -Un A = J 

Sy C6 

亦 即 是 在 上 时 刻 茶 点 已 上 的 密度 pb, 必须 与 在 t 十 At 时 刻 ,在 离 P 
为 vAt 的 点 Q@ 上 的 密度 p 相同 .同样 地 ,E,H 也 必须 适合 上 式 . 
(6. 1) 可 以 写 为 


(v。V)Jf 十 2 0 COR2Y 


取 zz 轴 的 方 癌 ,使 与 v 方 同 平 行 ,得 
of of 
Wa = i Os 
应 用 此 到 p,E,HH ,得 


3 a 
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i | bt) edydt 
(r=V(rm 6 二 OYy—7) 二 (2z— 60), (6.5) 
0 
当 为 极 小 量 而 不 等 于 零 时 ,我 们 芯 即 可 以 想像 
E=—Y9?+t Ow /c)， (6. 6) 


式 中 gp 依 然 为 (6. 5) 式 右 方 . 在 O 项 中 所 以 写 入 v /ec 而 不 写 v, 在 
此 尚 无 法 证 明 , 但 这 可 以 猜想 得 到 , 因 v/c 为 无 量 纲 0 的 量 . 事实 
上 ,在 本 节 的 讨论 中 可 以 不 写 v/c 而 写 v. 以 (6. 3) 代 入 (1. 9) 式 ， 
得 

Vx H= +pv om— iw WE+LV:E 


C 
-vx [2 xa 

因此 

= XE—Vy'， 


式 中 8' 为 一 尚未 决定 的 标量 . 因 一 0 时 的 且 为 零 ,p' 与 v/c 或 
Cv/c) 的 高 次 项 同 级 .代入 (1. 11) ,得 


V° {2 xE— vy)=0, 


所 以 = 0. 


团 《6.67 可 证 双双 斑 为 OGA 国志 
WO 
EI 0 OV (ak 


中 现 改 为 量 纲 一 . 一 一 编者 注 
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2 
-= 辽 xE+0O|[ 所 |. (857) 
Cc G@ 


最 后 我 们 验证 (6. 6),(6.7) 能 否 满足 (1. 10) 式 . (1. 10) 左 方 VYXE 
为 OC(v/c)( 由 (6.6) 式 ), 右 方 为 


因此 (1. 10) 的 能 和 否 满足 ,与 (6. 6) 式 中 尚未 决定 的 Ol(v/c) 有 关 , 在 
此 不 拟 讨论 . 
总 结 以 上 ， 


E——vo+ol|, H=XE+0O 


2 
| Qe 


乃 是 (1.9) 一 (1.12) 式 的 解 . 由 此 可 以 计算 一 个 如 此 运动 着 的 电子 
所 产生 的 电磁 场 的 总 能 量 . 总 动量 .总 角 动 量 . 因为 以 后 尚 须 计算 
一 个 以 任意 而 均匀 的 速度 运动 着 的 电子 所 产生 同样 的 问题 ,因此 
这 问题 在 此 不 作为 讨论 的 重点 . 
对 于 离开 电子 较 远 的 地 点 ,电子 可 以 认为 几乎 集中 于 一 点 4. 
那 时 
PPTsY LL) 一 CE]7， (6. 9 ) 
式 中 ee 代表 电子 总 电荷 ,r 代表 和 目 电子 4 处 至 (z,y,z) 点 的 距离 , 
为 简单 起 见 , 以 PP 点 代表 (x,y,z), 称 为 场 点 . (6.5) 式 中 的 (6,7， 
6) 将 称 为 源 点 ;因为 (6.5) 式 中 的 (6,7,8) 为 产生 电磁 场 的 电源 的 
坐标 . (6. 9) 式 中 的 8 为 上 的 函数 ,因为 > 代表 目 电子 4 至 场 点 书 
( 即 (z,y,z) 点 ) 的 距离 ,而 4 的 位 置 是 变化 的 . 由 (6. 8),(6. 9) ,得 


or Gg) 


此 处 r+ 代表 自 电 子 4 至 场 点 已 的 矢量 . 

寻 销 的 毕 奥 - 联 做 尔 定律 可 以 目 (6. 10) 式 立即 获得 . 令 电 子 在 
一 线形 导体 中 流动 ,速度 都 是 v, v 的 方向 与 导体 平行 . 令 S 为 导 
体 截 面 ,n 为 电子 密度 ,那么 以 di 为 长 的 一 段 导线 中 的 电子 所 产 
生 的 磁场 为 ( 见 图 5) 


， H= G6 10) 


CO 
C2 
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A 


但 nSve 为 静电 单位 的 电流 强度 了 ,因此 
土 式 成 汐 

Ce a 77 
对 dl 积分 ,得 


H(P) = /oa > 
图 5 


让 我 们 在 此 研究 两 个 以 均匀 而 不 相等 的 小 速度 vn ,vw 运动 
着 的 电子 的 相互 作用 力 , 同 这 两 个 电子 的 电磁 场 的 总 能 ,总 动量 . 
在 此 计算 中 ,我 们 暂且 利用 8$13 中 的 结果 , 即 (6. 10) 中 第 一 式 的 
O(C/c) 实 际 上 为 O(o2/c2),(6. 10) 中 第 二 式 中 的 O(oz/c2) 实 际 上 
为 Oos/c ) ,而 在 计算 中 忽略 v"Y,v 呈 及 v 等 的 三 次 方 ， 

(i) 完 讨 论 作用 力 . 令 e",e 中 为 两 个 带电 体 的 总 电荷 ,rr 
为 它们 的 中 心 所 在 处 , 令 vm ,v3 为 它们 的 速度 , 令 “一 r2 一 
r .暂且 不 讨论 它们 个 别 所 产生 的 电磁 场所 施 于 它们 本 和 喘 的 力 ， 
即 不 讨论 第 一 个 电荷 所 产生 的 电磁 场所 施 于 第 一 个 电 共 的 力 等 
等 ;这 些 力 称 为 “ 目 作 用 力 ”, 将 在 第 五 草 中 讨论 . 当 两 个 电荷 的 距 
离 比 它们 本 和 喘 大 小 大 出 很 多 时 ,第 一 个 电荷 所 产生 的 电磁 场 在 第 
二 个 电荷 处 的 值 分 别 地 等 于 

2 (0 wl) < AG en 
因此 第 二 个 电荷 受 力 
ee 和 型 安 - BE | 
同样 第 一 个 电荷 爱 力 
eH {ew a 东 2 A | 守 0 ||. 
r“ 二 一 7” ,两 个 力 的 总 和 为 


(12) 
(2) 地 


2 ”7 X (Co i 


en 
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不 等 于 零 . 因此 作用 与 反作用 在 这 里 不 是 大 小 相等 而 方向 相反 ,与 
力学 中 的 情形 不 同 . 

这 是 毋庸 奇怪 的 ,因为 一 般 来 讲 只 在 两 个 物体 互相 接触 时 作 
用 才 必 然 与 反作用 相等 而 相反 . 如 果 两 物体 不 互相 接触 ,一 个 物体 
对 另 一 个 物体 的 影响 是 由 第 一 个 物体 以 有 限 的 速度 射出 一 些 “ 力 
场 ”而 这 个 “ 力 场 " 遇 到 第 二 个 物体 才 使 后 者 受 力 ,那么 根本 不 能 ， 
也 不 必要 求 作用 和 反作用 的 相等 和 相反 . 两 个 电荷 间 的 相互 作用 
显然 属于 这 一 类 型 的 . 

必须 指出 ,如果 我 们 引入 电磁 场 也 可 以 承受 力 的 观念 ,那么 我 
们 可 以 在 讨论 作用 与 反作用 时 ,只 讨论 接触 着 的 两 个 物体 ( 场 或 带 
电 体 ), 而 获得 “作用 反作用 相等 而 相反 ?的 理论 ;详情 见 8$ 3 中 
(3.17) 式 后 的 讨论 . 在 电磁 场 可 以 承受 力 的 理论 中 ,我 们 在 考虑 两 
个 带电 荷 的 力 , 发 现 它们 不 相等 时 所 以 会 认为 牛顿 第 三 定律 不 成 
立 , 乃 是 因为 我 们 忘记 了 场 的 物质 性 ,忘记 了 场 也 可 以 承受 力 . 

一 个 饶 有 兴趣 的 点 是 : 一 个 电荷 及 一 个 假想 的 磁 荷 的 作用 力 是 相等 而 
相反 的 . 令 。 代表 电荷 ,z 代表 磁 荷 ,它们 的 速度 为 vw,v, 位 置 为 r,F. 再 令 1 
代表 目 r 至 7 的 矢量 .那么 用 (5.5) 式 ,得 磁 荷 所 受 的 力 

| a 二 
根据 § 5 最 后 一 市 讨论 , 磁 荷 在 电子 处 所 产生 的 电磁 场 分 别 为 
因此 电荷 e 所 受 的 力 为 

< 一 5x 芋 于 十 于 X 二 
六 一 一 六 ,我 们 便 证 明了 以 上 两 个 力 的 相等 和 相反 ， 

Gi) 讨论 两 个 电荷 所 成 系统 的 总 能 量 . 令 BQ ,有 Be 1 
分 别 地 为 第 一 个 电荷 ,第 二 个 电荷 所 产生 的 电磁 场 . 显然 地 
和 EY 大 E22, 1 HY 下 H2. 

电磁 场 的 总 能 可 分 为 两 部 分 ,一 为 
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| 和 (EW 十 HY 十 EC 十 HdV, 


Tt 


(6. 14) 


这 一 部 分 称 为 “ 目 能 ”, 将 在 本 节 最 末 一 段 中 讨论 (在 第 三 章 中 将 重 
新 讨论 这 个 问题 ,在 那里 速度 v 是 任意 大 小 的 ); 另 一 部 分 是 


1 


Ax 


| ee 量 五 (2) 十 HY 和 H‘2)dV. 


C6215) 


讨论 电荷 间距 离 较 电 蓓 本 身 大 小 大 出 很 多 的 情形 ; 那 时 在 计算 
(6.15) 时 我 们 可 以 将 电子 认为 是 几何 点 . 令 ri 为 目 第 一 个 电荷 全 


场 点 的 矢量 ,rs 为 自 第 二 个 电荷 至 场 点 的 矢量 ,得 
EW 一 ep rs H' 一 (v1 /c) x EW, 
E22 一 A hs H'2 一 (v2 /c) Se E22. 
将 (6. 16) 式 代入 (6. 15) 式 得 


(1) 


1 了 ) IC2) 
i 十 | (Bo E22?)dV 


(1) »o C2) (2) 。 大 (1) 
= 地 E CY E ) vy | 


C 
为 求 这 些 积分 的 值 , 取 坐标 系 使 两 电荷 的 坐标 分 别 为 
(0,0,0), ("030% 0): 
我 们 所 须要 求 的 积分 万 是 
| Erar 


(6. 16) 


(6. 17) 


-由 (x + 6) (x — 6)dzrdydz 
E60) 二 + 十 [Cz 二 6) 十 十 2 


| 2nxpdpdz(zx + 6) (zx — 6) 人 
~ Ero + oj [rt 6+ eI 
(P= y+ 2’) 
及 
| 2 二 二 1 村 EVE®)dv\ 
i I (y* + z*)dzdydz 
2[Cz 一 0? 十 十 z2J2[Cz 十 6)? 十 十 2 
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mododz 
-| ra- sr Ae or pi 
其 他 的 积分 如 


0 


| jaav 


等 等 都 等 于 零 . 积分 结果 为 (6. 18) 等 于 零 , (6. 19) 等 于 2x/riz. 
因此 (6.17) 成 为 


1 十 2 一 。 U2 AT 要 二 


| 


7 12 


(1) EE Ee 


De 中 (1) m2) (1) pm C2) 
Se dy | 
2 EE . ce 1 (oD .ra)(oc2) 。 no 
人 2 


7 12 2 C (ri12)’ 


(6. 20) 


这 个 结果 可 以 同 量子 力学 中 所 计算 出 来 的 结果 比较 . 在 量子 力学 中 ,我 
们 有 Breit 公式 由 ;在 此 公式 中 两 个 电子 的 相互 作用 能 为 


(e“/7ji) 一 ee aD 十 (am en)(a en)}, (6.21) 


式 中 a 代表 狄 拉克 算 子 ,相当 于 此 间 的 速度 ( 乘 以 c 0 ,n 代表 riz/riz. 要 比较 
两 种 力学 的 结果 ,应 比较 经 典 力学 中 的 总 能 与 量子 力学 中 的 总 能 , 即 比 较 


ee 2 Se 0 (6 22) 


加 上 (6. 20) 与 
(p22/2m° 1) + (p22/2m') (6. 23) 
加 上 (6. 21). 理由 是 : (6. 23) 中 的 p 是 量子 力学 中 质点 的 动量 ,与 mw 不 同 ， 
使 (6. 22) , (6. 23) 成 为 不 同 的 两 个 量 . 实际 上 ,如 果 忽 略 了 “ 自 相 互 作用 ”， 
p==m‘Vv 十 (2 (ev /cris) ©. 


忽略 了 wv,v 的 方 (m1v% 和 ,mzv"” 除 外 ), 以 vov 代替 ac, 计 算 (6. 21) 加 上 


@ ”参阅 G. Breit, Phy. Rev. 34(1929)553 ,或 A. H. Axuesep 与 B. BE。Bepecreukrr 
合 著 :《 量 子 电 动力 学 》§ 37. 

@ pp 应 该 为 mw 十 (e/c)4,，4 代表 电磁 场 的 矢量 势 ( 矢 量 势 的 讨论 见 本 书 § 7). 
此 处 的 emo42?/erliz 万 是 第 二 个 电荷 所 产生 电磁 场 在 第 一 个 电荷 处 的 矢量 势 . 
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(6. 23) 所 得 的 值 ,得 


1 1 e(bDe(2) vl) Ee v2) 
ml!) (1)2 a — ym) 也 (2)2 a 一 一 一 | ] SE 2 i 


2 ri2 2 
Le, 
3 人 (6. 24) 
12 


这 与 (6. 20) 加 上 (6. 22) 的 和 是 不 同 的 . 
(iii) 其 次 讨论 两 个 电荷 所 成 系统 的 电磁 场 的 总 动量 . 显然 地 ,正如 它们 
的 电磁 场 的 总 能 量 可 以 分 为 (6. 14) 及 (6.15) 一 样 ,总 动量 可 以 分 为 


(fe® x HVdV EE | x Fedy | (6. 25) 


(fe® x HYdV + | x HdV | (6. 26) 


的 两 项 . (6. 25) 将 在 (iv) 中 讨论 . 
当 两 个 电荷 的 距离 比 它们 本 和 喘 大 小 大 得 很 多 时 ,在 (6. 26) 式 中 我 们 可 以 
应 用 (6. 10) 式 . (6. 26) 式 可 以 写 为 


(1) v2 CE 网 五 (2) ) 


Se EE A v2 一 EVE) 和 v'! JdV. 


自 (6. 18), (6. 19) 等 的 积分 结果 ,得 
| ezeadr = | seeav = 2 (1 es Ol Vetdew : 
7r12 (r12)° 


(T= 二 jt kk) 


| 可 2 0 


1 和 2 
由 此 算出 电磁 场 总 动量 为 
以 | 和 号 E Dp wmD re | re | 
2c? ri2 人 ri2 7 12 ri2 0 Se 
电 答 的 动量 为 
Do 十 m (2) v2), (6. 28) 


总 动量 为 (6. 27) 及 (6. 28). 
在 量子 力学 中 这 样 的 问题 没有 计算 过 . 如 果 用 p“* 加 上 p"* 作 为 总 动量 ， 
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ml) v1 二 m2 2 一 SD 


可 以 上 所 求 得 的 总 动量 不 一 样 . 

(iv) 讨论 (6. 14) 及 (6. 25). 这 在 实质 上 即 是 讨论 一 个 电子 所 产生 的 电磁 
场 的 总 能 量 U 及 总 动量 G. 这 一 个 计算 是 很 重要 的 ,理由 见 后 . 由 于 这 个 计算 
的 重要 性 ,我 们 应 该 计算 v 取 任 意 值 时 的 能 量 和 动量 . 这 一 计算 将 在 第 三 章 
申 补 入 . 在 这 里 我 们 只 讨论 v 取 极 小 值 时 的 情形 . 

(6. 14), (6. 25) 的 计算 与 (6. 15), (6. 26) 的 计算 有 一 极 不 同 处 , 即 我 们 
不 能 将 电子 认为 无 穷 小 而 应 用 (6. 10) 式 . 如 果 形 式 地 应 用 (6. 10) 式 ,那么 
(6. 14) 中 的 积分 是 不 收敛 的 .因此 ,为 具体 计算 一 个 电子 的 电磁 场 的 能 量 和 
动量 起 见 ,我 们 必须 引入 一 个 不 是 几何 点 的 模型 ,例如 假定 电子 为 一 个 圆 球 
等 等 .此 外 必须 假定 在 此 圆 球 中 各 点 的 电荷 密度 . 计算 出 的 能 量 和 动量 的 值 ， 
与 这 些 假 定 是 有 关 的 .为 举例 起 见 ,讨论 v =0 的 情形 . 那 时 电磁 场 的 总 动量 
守 于 零 . 如 果 假 定 电子 是 一 个 以 a 为 半径 的 圆 球 , 球 中 电荷 密度 是 均匀 的 ,得 
电磁 场 的 总 能 量 U， 

= (3/5) (e/a) 
(e 是 电子 总 电荷 ); 如 果 假 定 电 子 是 一 个 以 a 为 半径 的 圆 球 而 假定 电荷 均匀 
地 集中 于 圆 球 表面 上 ,得 
Cn= (0 /2 Ye 7 

由 此 可 见 UU 值 与 模型 有 关 , 同 时 也 可 见 当 a 趋 近 于 零 时 ,V 趋 近 于 无 穷 大 ， 
亦 即 是 点 电荷 的 电磁 场 的 能 量 是 无 穷 大 . 

称 静 止 电 和 荷 的 电场 为 Eo, 称 与 之 相应 的 UU 为 Uo. 当 wv 取 小 值 而 不 等 于 
零 时 , 援 用 (6. 6), (6.7) 式 ,得 

U = Uo 十 OCo/c)， (6. 29) 


ee | x HdV 
= zc|E x x [二 0 | dV + O(v/c’) 


人 PE 2 


4xc 
EE 


| EuEuay es 65| (Eo a | meody 可 直 Ed， 
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(T=it J + kk) 

| EVdv = gn, 

得 电子 的 电磁 场 的 总 动量 
| 
Go Anc’ 
一 (4/3) (Uo/c’) DV O(v/c’). (6. 30) 
最 后 我 们 计算 一 个 电子 的 电磁 场 的 总 角 动 量 . 取 任 意 不 动 点 为 原点 , 计 

算 对 于 此 点 的 角 动 量 


{» 8rLu 一 > 。 1)8nU,o | 二 O(v/c’) 


re x (E x HdV, (6. 31) 


式 中 rz 代表 自 原点 至 场 点 的 矢量 . 令 6 为 自 原点 至 电子 中 心 的 矢量 ,r。 为 自 
电子 中 心 至 场 点 的 矢量 ,得 

re.=r—é€, r=€+i+r.. 
ED 


jrx | | = [ex | 到 -5 有 |ar 


+ |sx [Ex [ 卫 X 至 上 ar 
由 于 (在 v 极 小 时 电子 所 产生 的 的) 球面 对 称 性 ,可 证 
| x w/v = 0 
又 因 ( 在 mw 极 小 时 )re 与 平行 ,得 
EE | x E)(v . E)/cdV = 0， 
因此 总 角 动 量 等 于 
sx | 已 x [三 X 可 ay =5xG， 
这 即 是 说 对 于 角 动 量 的 计算 而 言 ,我 们 可 以 将 动量 认为 集中 于 电子 的 中 心 . 
两 个 电子 所 成 系统 的 电磁 场 的 角 动 量 的 计算 , 留 给 读者 . 
$7 标量 势 及 矢量 努 


在 这 节 中 我 们 将 引入 一 个 标量 8 及 一 个 天 量 4, 使 得 (1. 9) 一 
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(1.12) 的 求解 大 大 地 简单 化 . 
首先 , 自 (1.11) 式 ,我 们 知道 H 必然 是 某 一 矢量 场 A(x，,y,z， 
1) 的 诈 度 ， 
H=VX6h. (7. 1) 
由 已 知 的 五 去 求 4, 所 得 的 答 显 然 不 是 惟一 的 ;因为 在 A4 上 可 以 
加 上 任何 标量 yC(zx,y,z,z) 的 梯度 而 不 影响 (7.1) 式 . 自 (7.1) 式 及 
轩 10) ,得 


Se a Es 
Es Ve 
\ a 
因此 E 十 c (84/80) 必 然 为 某 一 标量 的 梯度 ,得 
已 = 一 V9 一 工 委 . (7. 2) 


这 样 引入 的 4,p 分 别称 为 矢量 势 及 标量 势 . 值得 指出 ,如 果 已 知 
E,H 取 (7.1),(7.2) 右 方 的 形式 ,那么 (1. 10),(1.11) 便 都 满足 . 

很 尼 然 同人 力 局 (7 15 (7 20297 A， 
2 求解 时 所 得 的 某 一 个 解 ,那么 不 论 下 式 中 了 是 什么 标量 ， 


A ys 人 《7 


一 个 健 为 证 明 = 一 点 ;内 消 将 (723M 入 (C7. 1),(7. 2》 即 
行 .利用 这 一 点 ,我 们 可 以 取 (7.1),(7.2) 的 某 一 个 解 , 使 它 满足 


, 0 

V 人 7 

证 明 是 极 简单 的 . 令 g 为 一 标量 ,适合 

I | . ae 
V’g a V。41 十 2 (oa 
那么 
or 

A | VE “oi ey (7. 6) 


便 是 我 们 所 需要 的 解 ; 因 为 由 于 (7. 5)， 
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总 
V. (41+Ve} 二 十 训 (9 | 


一 V4 十 十 全 十 Vs 一 二 38= 0， 
亦 即 是 说 ,(7. 6) 满 足 (7. 4). 

(7. 4) 通 常 称 为 洛 伦 兹 条 件 , 它 非但 在 电磁 理论 中 出 现 ,也 在 
重力 场 的 讨论 中 出 现 . 在 那里 它 称 为 希 尔 伯 特 (Hilbert)- 洛 伦 兹 条 
件 . 

值得 指出 ,(7. 1),(7.2),(7.4) 并 不 完全 地 决定 了 44,9 事实 
上 ,如 果 g ”满足 


0s 
Ai,91 满 足 (7. 1)3€7 0007. 4 
O 
A 十 Ve， p 一 一 <- Ce 


Wm dS (7. 20 (7 DD: 
现在 讨论 用 4,p 作 变数 后 的 麦克 斯 韦 方程 (1. 9) 一 (1. 12). 
(1.12) 变 为 


oA 
一 4x70 二 一 VY*E=—V (一 vo 一 二 党 
1l190V.A4 ] op 
a 2 一 2 是 
Wp 2 V2D a (7.9) 
1 OF 


1 9 1 34 
=-— VX VXA)+i5{- vo- 2 | 


C [8 
会 . Call ZA 
= VOV VA Se 2 Dy 
‘104 了 工 98 
二 vv.4+i | 
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亦 即 
2 
oh Le Coe 
C2 OF C 
] op 
20 一 一 一 一 


JCY 了 的 重要 性 5 风土 由 于 可 
以 自 麦 克 斯 韦 方程 获得 它们 的 事实 ,而 且 是 由 于 可 以 自 它 们 获得 
麦克 斯 韦 方 程 的 事实 . 事实 上 , 令 4,9 满足 (7. 4), (7. 10)， 
(7.11), 再 令 E,H 满足 (7. 1),(7.2), 那 么 这 样 的 E,H 便 满足 麦 
克 斯 韦 方 程 . 因此 ,为 解 麦克 斯 韦 方程 ,我 们 先 求 (7. 4),(7. 10)， 
(7. 11) 式 中 的 4,9; 再 自 (7. 1),(7.2) 中 求 E,H. 由 于 (7. 1)， 
(7.2),(7.4),(7. 10),(7. 11) 是 麦克 斯 书 方 程 的 结果 ,这 样 的 求解 
不 会 使 我 们 遗失 了 任何 解答 . 另 一 方面 ,这 样 的 求解 有 实际 上 的 方 
因为 G781D 武 中 内 有 有 一 个 者 证 250. 19 籽 站 三 相 式 于 每 
一 个 式 子 ,也 只 含 了 一 个 未 知 量 . 缺点 是 将 以 前 的 一 阶 微分 方程 
(原来 的 (1. 9) 一 (1. 12) 只 含有 对 1 的 一 次 微 商 ) 变 为 现在 的 二 阶 
微分 方程 . 

类 似 (7. 11) 的 微分 方程 ,将 称 波 方程 . 当 右 方 为 零 时 ,我 们 称 
它 为 齐 次 方程 ; 当 右 方 不 为 零 时 ,我 们 称 它 为 非 齐 次 方程 .关于 它 
们 的 求解 ,将 在 以 后 讨论 . 

在 此 必须 指出 (7.4),(7.10),(7. 11) 是 有 共同 解 的 . 为 证 明 这 
一 点 ,让 4,p 分 别 地 为 (7.10),(7.11) 的 解 ,而 在 t=0 时 ,适合 下 
面 的 起 始 条 件 


J op 
V4 CR 
1 QA EF: 
Ve a 十 4rpo 一 0. G7 
(7.13) 亦 即 是 
9 1 9p 


0 C7 ld 
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CC 


CE 刘 -- 人 vee+ 芭 -。 


《5 

为 V.4 十 c (9 ai) 满 足 上 式 而 同时 满足 起 始 条 件 (7. 12) 和 
(7. 14) ,我 们 可 以 想像 它 在 任何 大 于 零 的 时 刻 保 持 为 零 . 这 便 是 所 
需 的 证 明 . 当然 这 个 证 明 是 不 严格 的 ;严格 的 证 明 涉 及 了 边界 条 
件 ; 引 入 了 边界 条 件 , 即 可 严格 地 证 明 它 在 1 汪 0 各 时 刻 都 等 于 零 ， 
这 些 讨 论 出 平 本 书 范 围 以 外 ,读者 可 以 参阅 C. 本 Co6orea 所 著 
《数学 物理 方程 第 十 二 章 § 3. 

(7.1),(7.2),(7.4),(7.10),(7.11) 将 在 此 后 的 理论 中 广泛 
地 被 运用 ,在 这 里 值得 指出 一 个 名 词 . 当 4 ,yp 分 别 地 变 为 

i pe OY 

( 避 中 补 是 任 蔚 标量) 时 ,我 们 称 有 sp 受 了 一 个 规 冰 这 化 (一 个 了 
相当 于 一 个 “规范 裤 . 在 此 变化 中 不 变 的 量 称 为 规范 不 变量 ,例如 
E,H 即 是 规范 不 变量 . 当 f 取得 适当 ,使 变化 后 的 4,9p 满 足 洛 伦 
兹 条 件 (7. 4) ,我 们 说 新 的 A,p 取 “满足 党 伦 兹 条 件 的 规范 ”. 


$8 夫妇 势 


我 们 在 此 节 证 明 上 节 中 的 (7.4),(7. 10),(7. 11) 可 以 通过 一 个 新 的 势 的 
引入 而 再 简化 . 
首先 ,我 们 证 明 存在 着 一 个 矢量 了 ,使 
p=—YyY*P, pv= (0P/9). (8. 1) 
这 个 矢量 称 为 “ 极 化 矢量 ”在 此 须 注意 这 个 极 化 矢量 与 介质 中 由 于 分 子 极 化 
而 产生 的 极 化 矢量 ,有力 是 绝 不 相同 的 两 回 事 . (8. 1) 的 证 明 如 下 : 
令 P' 为 pv 对 时 间 z 的 积 
1 Jovar. (8. 2) 


由 此 得 
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pv 一 (9P' /2). 
现在 
WE [ovat = [V+ pv)d = {— Ba 
二 十 0) (8. 3) 
令 Po 为 X,Y 的 函数 ,适合 
VvV* P= — p(R N20) (8. 4) 


于 么 P' 十 Po 便 是 我 们 所 求 的 P, 它 满足 (8. 1) 式 . 
其 次 ,我 们 证 明 存 在 着 一 个 矢量 厅 , 使 取 洛 伦 效 规范 的 A,p 成 为 
A= ON/d, og=—cecVv.H. (8. 5) 
夏 将 称 为 赫兹 势 . 证 明 与 上 是 极 类 似 的 . 
令 厅 为 A 对 时 间 :的 积分 ， 


得 
oT 
A= FE 
现在 


v -m=v. 4d:= [v .Ad = |— i Sd 
COr 


二 一 Ge yy 0 | 
令 存 为 x,y,z 的 函数 ,满足 
V .I =—c p(x,y,z,0), 
那么 厅 十 郊 便 是 我 们 所 求 的 万 ; 它 满 足 (8. 5) 式 . 
引入 了 P,1,(7.4) 式 便 已 经 满足 ,(7. 10) ,(7. 11) 分 别 地 成 为 


:一 点 世 | 哎 = 一 至 瑟 
也 0 《8. 7) 
> 
V oe (—cVY*I) =— 47r( 一 V，P). (8. 8) 
这 两 个 式 子 可 以 用 下 面 一 个 式 子 
:一 三 多 5 


来 代替 ;因为 由 (8. 9) 可 以 求 得 (8.7),(8. 8). 
2 a A i 
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们 先 由 p,pwv 求 出 P, 由 (8.9) 求 出 万 ,再 代入 (8.5), 求 4 及 gp. 这 个 理论 的 实 
际 用 处 可 以 自 电 偶 极 子 的 放射 的 讨论 看 到 ,在 那里 设 
p= (7 — 0 — 0 —7) 
(a 是 一 常数 ) ,由 此 可 求 出 
P= 一 ak6(zr 一 和 6(y 一)6(z 一 7) (Kk 为 沿 z 轴 单位 矢量 ). 
(8. 9) 在 该 情形 下 的 求解 正 同 (7. 10) ,(7. 11) 在 点 电荷 情形 下 的 求解 . 假定 此 
电 偶 极 子 静止 不 动 ， 
ak 1 
c [Cr 一 旨 2 十 (> 一 7)2 十 (zz 一 052]22 
由 此 即 可 计算 A,p 及 E,H. 
由 (7; 1),(7.2) 及 (8. 5) 得 
E=VVY.I— cI/0, C8 0) 
H=¢c YX (N/a). (8. 11) 

我 们 在 本 书 中 将 极 少 用 到 本 节 中 的 理论 . 


= 一 


$ 9 纵 场 及 横 场 


在 量子 电动 力学 中 ,我 们 时 常 将 电磁 场 分 为 纵 场 及 横 场 ,使 横 
场 相 当 于 真正 的 光子 .为 此 ,我 们 在 此 介绍 纵 场 及 横 场 的 理论 . 
(1) 如 果 一 个 场 K(x,y,z,t) 满 足 
V.K=0, (9. 1) 
我 们 称 它 为 横 场 . 这 理由 是 : 如 果 K 是 一 个 波 ， 

K = Kocos 2m[t 一 c (nz nyy + nz)|], 
那么 由 于 (9. 1) ,Ko 必然 与 波 的 进行 方 同 (xz,n,,n:) 王 直 . 如 果 天 
满足 

VoRK 0; (9. 2) 
我 们 称 它 为 纵 场 . 这 个 名 称 是 由 连续 介质 的 机 械 运 动 处 得 来 的 . 在 
那里 在 不 同时 刻 zt 在 各 点 (zx,y,z) 的 物质 有 一 速度 v(x,y,z,1)， 
而 在 点 卫 的 VXw 代表 在 已 附 近 的 物质 绕 已 点 的 转动 速度 . 在 
P 点 的 VxXw ==0 的 意义 为 在 PP 附近 的 物质 没有 绕 已 的 转动 而 只 
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有 沿 各 个 不 同方 癌 的 压缩 或 伸 长 ,因此 适合 YXw ==0 的 场 称 为 纵 
场 . 横 场 , 纵 场 有 时 也 称 为 模 波 ,纵波 . 

我 们 首先 证 明 任 何 矢 量 场 K 可 以 写 为 一 个 纵 场 K 及 横 场 K 
的 和 .证 明 如 下 : 

不 论 y 为 什么 标量 ,Vy 为 一 纵 场 . 取 y 满足 

Vi:y =V. Kk, (9. 3) 

尔 即 
sb 


全 一 4 rr 
让 我 们 计算 Vy. 
为 清楚 起 见 ,将 (9. 4) 写 为 

WS | Ve * K(E,,6st) LdVe, (9.5) 

式 中 Ve 代表 
iCO0/O) | Jj(0/07) | RCO/00), 

ded, 二 有 下 一 下 卫生 机 
@9 5), 得 


Vy = 一 去 了 | Ve KG LdVe (9. 6) 
因 
we sp Se 
rr 7 


(9. 6) 可 以 改写 为 
VY = 十 二 [Lvetve ce 二 | 
上 式 右 方 第 一 项 可 以 化 为 面积 分 . 如 果 V 为 全 部 空间 ,而 天 在 无 
穷 远 处 可 以 认为 零 ,那么 第 一 项 可 以 认为 零 ,得 
_ 1r veve.K(é) 
Vy 一 一 让 Cd， 


另 一 方面 ,不 论 8 为 什么 矢量 场 ,VX@ 为 一 模 场 . 取 @ 适合 


VV KC dr 


r 


(557) 
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V? 包 一 一 V X 天 ， 


侍 
三 Vs Xx K(é, ,C32 ) 
| 65 二 | 0 (9. 8) 
不 难 计算 
VX $= | (4 av, 
这 Ve X K(é) Ve Xx (Ve x K(s)) 
~ Ax | - Ve | a + r Jav 
ee a 
Se | Ve [Va Xx KCEY] dVe. (9. 9) 


现在 不 难 证 明 K 二 Vx@ 十 Vy. 自 (9. 7),(9. 8) ,得 
. J 
Vxs+Vy= 二 [| 一 工 Vikjar。 
设 V2K 为 一 4rp， i 


J = a VeKdV: 9 
rr 


i 
因此 

天 一 VX 中 十 V， (9. 10) 
右 方 第 一 项 是 横 场 ,第 二 项 是 纵 场 ;他 们 分 别 是 K',K.. 

如 果 一 个 状 可 以 有 两 种 分 解 为 横 场 ( 波 ) 及 纵 场 ( 波 ) 的 办 法 ， 
那么 它们 必然 是 相同 的 . 为 证 明 这 一 点 , 先 证 明 既 是 横 场 ( 波 ) 且 是 
纵 场 ( 波 ) 的 场 必 然 是 零 . 令 Y 天 一 YX 天 一 0. 目 YXK'==0, 得 

开 ' 一 一 VDP'， (9. 11) 
代入 V .天 ' 一 0, 得 
V0 0 (9. 12) 
在 适当 的 边界 条 件 下 (例如 Y' 在 边界 上 为 零 ,而 在 边界 所 包含 的 
体积 中 每 点 上 yg' 均 适合 上 式 一 一 即 2 在 此 体积 中 无 奇异 点 )，, 那 
么 (9. 12) 的 惟一 解 是 零 ; 这 即 是 我 们 所 和 欲 证 明 的 . 如 果 天 有 两 种 
分 解 为 横 波 、 纵 波 的 方法 : 
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K=K"+kK, 
K=K"+kK’, 
那么 ， 二 
因此 上 式 任何 一 方 既 是 横 波 ,又 是 纵波 ,因此 
K" =Kk", K"=K’, 
亦 即 是 两 种 分 解 方 法 是 同样 的 . 
因此 (9.10),(9.7),(9.9) 力 是 K 的 惟一 分 法 . 以 上 的 讨论 结 
果 是 ; 任何 矢量 场 可 以 写 为 一 个 纵 场 及 一 个 横 场 的 和 ,而 且 只 有 
十 个 写法 ;同时 我 们 也 证 明了 一 个 和 天 量 场 K 完 完 全 全 地 由 它 的 秘 
度 及 旋 度 决定 . 
我 们 当然 可 以 应 用 以 上 的 理论 到 EE,H,pwv 等 等 上 去 ,但 是 这 
尾 的 计算 过 于 了 元 长 ,我 们 在 下 节 用 另 一 个 办 法 . 由 于 分 解 的 惟一 
性 ,这 办 法 的 结果 与 直接 应 用 以 上 理论 的 结果 是 一 样 的 . 
(2) 我 们 自 麦 克 斯 韦 方程 开始 . 自 (1. 11) 式 ,我 们 得 
HY (9. 13) 
利用 4 上 可 以 任意 地 加 上 一 个 标量 的 梯度 的 性 质 , 我 们 取 和 运 当 的 
4, 使 它 满足 


Y= (9. 14) 
(9. 13) 代 入 (1.10) ,得 
ls 2 3 
We [E+ Ce 0， 
得 
ER 
De (9. 15) 
0 13),(9. 14),《9:15) ;我 中 立即 看 出 BH 的 一 个 分 入 是 
H=VxAh, H' = 0, 
| (9. 16) 
E:=—c-10A/d, FE:=— Yo% 


95157 代 六 (到 入 得 
WR Ch 
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DC 1305(09. 15 I A CO 0 


I CO 


1 9E | dr , 
VR 
1 9H 
1 (9. 19) 
YH 一 0， 
V .下 一 470. 
KH',E 满足 后 三 个 式 子 乃 是 显然 的 . 至 于 第 一 个 式 子 ,我 们 可 以 用 


下 法 证 明 : 
依照 (9. 6)， 


(pv)=— VLVe pv (59] dV 


i (9. 20) 


因此 (9. 19) 的 第 一 个 式 子 也 满足 . 附带 指出 ,由 于 (9. 20), 使 
(C9. 18) 的 有 为 成 为 X00 /@ 

将 麦克 斯 韦 方程 中 的 E,H,owv 分 别 写 为 横 场 及 纵 场 的 和 ,与 
(9.19) 相 减 , 便 证 明 H',E' 满足 
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19E 
Cc © 


1 oH 
VX (9. 21) 


Vo 二 翁 (pv》， 


V.H=0, 
V.:E=0. 
这 说 明 E',E',H',H 分 别 地 适合 类 似 麦 克 斯 韦 方程 的 微分 方程 . 
(03) 由 下 BW 对 合 《9, 19), 我 们 可 以 证 其 


| si (Er? + H*)dV 
=— |B. (pv )'dv — i x H') .dS 
表示 纵 场 的 能 量 守恒 ,也 可 以 获得 表示 动量 及 角 动 量 守 恒 的 式 子 . 
同样 由 于 E',H' 适合 (9. 21), 我 们 也 可 以 获得 ',E' 的 能 量 、 动 
蓝 、 角 动量 守恒 的 式 子 . 
但 我 们 的 兴趣 是 在 于 总 能 量 及 总 动量 . 总 能 量 U 的 式 子 为 


关 罗 AS 2 t 1 
| 有 
一 般 地 讲 ,一 个 横 场 K' 及 一 个 纵 场 C 所 构成 的 
| .CidV 


VC 0, C= YW 


| . CidV = |x Cy | 用 
(9. 22) 
( 因 Yy。，K'==0). 因此 总 能 量 成 为 
3 | LB) + (HJaV 十 TA 
第 一 项 等 于 
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i -a 
aE ~ Vav = | 98dV 


= |opdv a 3 | ene 2 /rd 
这 膏 明 纵 场 在 时 刻 t 所 贡献 的 总 能 量 为 在 该 时 刻 的 库仑 能 . 
(9. 23) 中 第 二 项 为 


ll + (Vx 4) |av. 


B76 


加 


站 


2 |opdV 十 |- 3] 十 Va VA) ar 


(9.24) 
如 果 我 们 将 以 上 所 遇 到 的 | A .ViAdV 一 项 变 为 


J t 
| ‘SE A. LL lav 
C ot C 


2 
| a 
E ot C 


总 能 成 为 


1 ge [| 4 2 
Fop+ Low Ajav + ssl[| 站 “让 


这 个 式 子 证 明了 当 4 不 变化 时 能 量 等 于 
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el a 
[| op 十 -pv 4jdr. 


如 果 我 们 用 满足 (7.4) ,(7. 10),(7. 11) 的 4,p 来 表 出 总 能 ,得 


本 
[ezav 十 去 | 二 a 3 vA 


or 
mV v glady, (995) 
或 

加 a 

L | | op 二 OP 4jdr 

有 
| | | 2 or? | | ” ge dV. 
(9. 24) , (9. 25) 将 在 第 二 部 第 八 章 中 遇 到 . 在 那里 (8$ 52) 我 们 补充 (9. 25) 的 
证 明 . 
总 动量 的 计算 如 下 . 它 等 于 
| XH-EXHIEXH-EXH)dV. (9.26) 

一 般 地 讲 ， 


| x Cdy 一 0， 
证 明 与 (9. 22) 的 证 明 相 仿 . 在 此 H'=0, 上 式 没有 特殊 的 用 处 . (9. 26) 中 第 一 


项 为 
1 [|- 二 A) lav 


4rc CO 
ey 24 _ 94.54] 
|| A 一 VA ldv. (9. 27) 


四 


( 因 (e/ai)(V. 4) 一 0),(9. 27) 中 第 二 项 等 于 零 . (9. 26) 中 第 二 项 ,第 三 项 等 


F 零 ,第 四 项 等 于 
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| 二 V9 X (VX MdV = zc|?v x (VX 4)dV 
9 VA)dV 一 一 | VipAdV 
一 二 | oadv 
因此 总 动量 为 
过 |oady 本: | > Seqy. (9. 28) 


如 果 用 满足 (7. 4),(7. 10),(7.11) 的 4,p 来 表示 总 动量 ,得 


| cc A) .+ (0904/91) 一 〈(V 9 (99/91) JdV. 


Ancs 
此 式 的 证 明 见 第 二 部 第 八 章 § 54. 
最 后 在 此 补充 一 句 , 即 如 果 将 K(x,y,z,t) 展 为 人 有 里 叶 积 


K(x,y,z,1) = [KC kas hsst)expCik sr)dik, (dk = dkidk,dk;) 


< 
| aaar 


(9. 29) 

那么 K',K! 立刻 成 为 
K'= [KC exp(ik (9. 30) 
有 :一 [ke a EE |explikr)dik, (9. 31) 


因为 上 面 第 一 式 右 方 的 旋 度 等 于 零 ,第 二 式 右 方 的 散 度 等 于 零 ,而 两 个 式 子 
右 方 的 和 乃 是 K(x,y,z,t). 引入 V 悦 算 符 , 定 义 为 
i [EGA 2 Re (9. 32) 


所 以 用 此 和 名 称 ,万 因 Y 乘 上 此 算 符 等 于 以 1 乘 上 K 的 算 符 .因此 由 (9. 30)， 
(9. 31),(9. 32) 可 以 证 明 


K'—=-+-y :YYV.K=VV. (VK), (93 
开 ' 一 天 一 VVV KK 一 (一 V ‘YYv).Kk 
一 下 一 VV.V KE 一 (一 VVV ).K. (9. 34) 
事实 上 , (9. 33),(9. 34) 即 是 (9.7) 及 (9. 9) 式 .理由 是 v-: 即 是 算 符 
Hs 
a 


因此 (9.7) 右 方 即 是 
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V “Vy. 天， 
而 (9. 9) 右 方 即 是 
一 VVV .天 一 VIK) 一 天 一 V ‘vv.K. 
用 (9. 30), (9. 31) 去 讨论 横 场 和 纵 场 ,虽然 不 够 严格 ,但 有 它 的 方便 处 : 使 计 
算 简 单 化 . 


第 二 章 “ 宏 观 电磁 学 


本 书 的 主要 目的 是 讨论 微观 的 电磁 学 ,因此 宏观 的 电磁 学 不 
是 主要 的 讨论 对 象 . 虽然 如 此 ,我 们 在 此 介绍 宏观 电磁 学 中 一 些 
最 主要 的 理论 ,同时 又 补 入 一 些 在 一 般 教 科 书 中 处 理 得 不 够 明确 


的 问题 . 
8 10 ”宏观 的 麦克 斯 志方 程 的 导出 


在 这 一 节 中 我 们 将 从 微观 的 麦克 斯 志方 程 (1. 9) 一 (1. 12) 导 
出 宏观 的 麦克 斯 韦 方程 . 这 里 所 讨论 的 介质 是 不 动 的 &. 


(1) 宏观 场 的 定义 
令 E(x 9 Ys 之 ,) 代 表 


二 
| ee naa G01) 


式 中 积分 区 域 V 为 

(0 0 (C10 
的 一 个 小 圆 球 ;a 在 此 处 为 一 不 变 的 长 度 . (10. 1) 代 表 微 观 场 在 
以 (x,y;z) 为 中 心 以 a 为 半 征 的 圆 球 中 的 各 点 上 在 1 时刻 的 值 的 
平均 .a 的 值 不 能 太 小 ,也 不 能 太 大 . 如 果 a 太 小 ,那么 EE 的 性 质 与 
E 相同 ,个别 电 子 的 影响 依旧 在 EE 中 表现 出 来 ;如 果 a 大 大 ,那么 


@ ”要 学 习 宏 观 的 电磁 学 ,可 以 阅读 Tamm 所 著 的 《4 电学 基础 》. 
@ ”在 运动 的 介质 中 的 宏观 麦克 斯 韦 方程 的 导出 ,可 参阅 Tamm 的 《电学 原理 》 第 


J 
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各 处 的 电场 的 不 同性 ( 指 由 “宏观 ”而 言 的 不 同性 ) ,在 EE 中 便 不 能 
全 部 表现 出 来 .因此 a 必须 为 一 个 就 宏观 观点 而 言 是 小 的 ,而 就 微 
观 观 点 而 言 是 大 的 长 度 ,我 们 简称 它 为 物理 小 而 数学 大 的 量 . 

注意 (10. 1) 中 不 包含 对 时 间 的 平均 . 如 果 它 包含 了 对 时 间 的 
平均 ,那么 一 个 以 高 频率 振动 (因而 带 有 大 量 的 能 ) 的 物体 , 变 为 一 
个 不 振动 的 物体 ;这 显然 是 不 可 能 被 允许 的 . 

又 可 任意 这 逢 的 三 个 平 灼 秒 碌 5 不 后 能 字 二 个 有 奇 有 学 辣 的 五， 
变 为 一 个 无 奇异 点 的 互 ,把 一 个 带 有 不 连续 性 的 五 , 变 为 一 个 连续 
的 下 .这 仅 是 说 明 “ 点 电 人 向 "的 假定 ,在 宏观 理论 中 ,在 最 严格 的 要 
求 下 ,依旧 会 带 来 许多 困难 .但 显然 地 ,和 原来 的 E 的 不 连续 性 比 
较 ,E 的 不 连续 性 变 小 了 许多 ,因此 我 们 可 以 粗糙 地 认为 E 是 连 
续 的 ,可 以 微分 的 . 

现在 让 我 们 证 明 

dE/3zr = (3E/az)， Co 3 

式 中 (3E/9x) 代 表 3E/9z 的 平均 .证 明 如 下 : 


7 
0 | | ee edn | ,ECé,7,5,0 dédrds |， 


ClO 

式 中 V' 代 表 适 合 
CG A 

的 体积 .V 及 V' 的 不 同 即 是 图 6 
中 两 块 月 形体 积 AFGBHA 及 
4CBFED4 (图 6 中 4CBGF4 为 
V, ADEBHA 为 V'). 称 圆 球 
ACBGFA 的 表面 上 的 表面 元 为 
ds ,月 形体 积 AFGBHA 即 为 小 
哑 体 积 (dgqs。i)Az 等 所 合成 
(dS。;Az 即 图 6 中 阴影 的 面积 ， 
以 平行 线 , 整 个 面积 极 似 一 
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平行 四 边 形 ). 因此 (10. 4) 等 于 
二 [ds = |as i |avv: (iE) 
|dv CBE/37) = (9E/9zx), 


即 是 我 们 所 欲 证 明 的 . 
在 微观 的 麦克 斯 韦 方 程 (1. 9) 一 (1. 12) 两 方 取 平 均 ,利用 类 似 
(10. 3) 的 式 子 ,得 


VX H=e 'OE/0 + tan/c) pv, (0659 
VX E=— c-9H/d, (10. 6) 
”HH=0, (10.7) 
V. E= 4r0. (10. 8) 
同时 (1. 8) 取 平均 后 ,成 为 
V. pv oop/9t = 0. (10. 9) 
式 中 p,pv, 且 分 别 代表 pspw ;H 的 于 均 . 
宏观 电场 E, 宏 观 磁感应 B 定义 为 
E=E, B=H. (10. 10) 
代入 (10. 6), (10.7) 得 
VX E=—.c-1(9B/9), (10. 11) 
V.B8B=0. (TOP?) 


这 是 寻 篆 的 宏观 麦克 斯 韦 方 程 中 的 两 个 式 子 . 为 求 其 他 两 个 式 子 ， 
我 们 必须 研究 p 及 pv. 为 简单 起 见 ,假定 介质 是 不 运动 的 . 


(2) 静止 介质 的 c,cv 的 研究 


完 讨 论 具 有 下 列 性 质 的 分 子 .它们 都 是 中 性 的 , 即 含有 同样 多 
的 正 电 负电 .各 个 分 子 中 的 正人 负电 何 ,; 里 然 栈 以 或 变 它 们 在 分 子 中 
的 地 位 ,但 不 能 脱离 它们 原来 所 属 的 分 子 . 显然 地 , 当 每 一 个 分 子 
的 各 个 电荷 分 别 地 集中 于 一 点 ,P= 二 Pv 二 0, 因 而 p= 二 pv 二 0. 现在 
讨论 当 它 们 在 分 子 中 的 位 置 自 以 上 的 情形 有 所 变化 后 的 p,pwv. 这 
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个 变化 我 们 简称 之 为 极 化 过 程 . 由 于 电荷 不 能 脱离 原来 所 属 的 分 
子 的 事实 ,由 它们 所 获得 的 p,pwv 称 为 束缚 ,束缚 cm 以 0 07 
村 表 之 ， 
先 讨 论 一 个 分 子 . 称 其 中 第 7 个 电 和 的 位 置 为 娓 ( 意 即 矢量 六 
的 顶端 ) , 称 此 分 子 中 的 
》，ej7rj CO 
为 此 分 子 的 偶 极 矩 p. 在 极 化 前 ,r; 都 相等 ,因此 p= 二 0 
( 因 yej=0) . 称 (z,y,z) 点 附近 一 个 单位 体积 中 各 个 分 子 的 侦 极 
怎 的 和 为 (zyy*z) 点 的 电极 化 强度 P. 显然 地 ,PP 也 是 一 种 微观 基 
的 平均 : 
P= pr. 人 
值得 指出 , (10. 13) 右 方 的 值 与 所 采用 的 原点 没有 关系 , 换 一 
个 原点 只 是 在 (10. 13) 右 方 上 加 上 一 项 ,等 于 >,ej 乘 上 两 个 原点 
的 距离 矢量 ,因而 等 于 零 . 因 此 令 Ar; 为 极 化 后 7 了 电荷 的 矢量 六 与 
极 化 前 分 子 中 各 电荷 的 共同 所 在 处 xr 的 差别 ,得 
= A (10. 15) 
这 个 共同 所 在 处 可 以 称 为 分 子 在 极 化 前 的 中 心 . 
我 们 现在 要 证 明 由 于 这 些 分 子 的 
极 化 , 则 
6 一 一 V.P， bv= OP/dt. (10. 16) 
为 简单 起 见 ,假定 只 有 一 种 分 子 而 先 讨 
论 分 子 中 第 一 类 电荷 el 对 于 p,pw 的 贡 
献 . 讨论 在 图 7 中 在 面 $ 左 方 的 总 电荷 
由 于 极 化 过 程 而 产生 的 改变 . 在 面 元 dS 
处 作 一 柱 体 , 柱 体 的 母线 4B 为 矢量 
Ari. 如 果 某 些 分 子 的 中 心 在 极 化 前 在 此 
柱 体内 ,那么 这 些 分 子 的 第 一 类 电 衔 在 
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极 化 过 程 中 便 走 过 dS 面 , 自 左 至 右 . 因此 称 wv 为 分 子 密度 ,S 面 左 
方 电荷 的 改变 便 成 为 
Es jvcas a (10. 17) 


(注意 d$ 的 方 同 为 目 左 至 右 ). 如 果 Ar 的 方向 是 目 右 至 左 的 ,上 
式 依旧 可 用 ,图 中 的 柱 体 改 为 在 $ 的 右面 . 当 我 们 讨论 分 子 中 各 种 
电荷 的 页 献 , 便 得 


和, > |vds Se 
这 有 即 是 
|as .P. Ge 


上 式 也 就 是 $ 面 左 方 在 极 化 后 的 总 电荷 ,因为 在 极 化 前 ,po 到 处 为 
零 . 把 以 上 的 理论 推广 到 多 种 分 子 , 显 然 是 极 易 而 不 必 多 讨论 的 . 
(注意 在 这 个 理论 中 我 们 忽略 了 在 A4,B 处 的 P 的 差别 . 如 果 将 4; 
B 处 的 P 的 差别 加 以 考虑 , 则 (10. 18) 中 的 P 应 写 为 B 点 的 P, 同 
时 应 补 入 四 极 矩 及 高 极 矩 等 项 ;详细 讨论 见 L. Rosenfeld:《 电 子 
WEY Bt, ) 
比较 在 t 十 At 时 及 t 时 的 (10. 18), 便 获得 了 
| A |as pa | ee 

这 说 出 5 左面 总 电荷 的 减少 必须 等 于 在 S$ 面 上 电 衍 目 左 至 石 的 流 
出 . 由 上 式 获 得 

65 = oP/d. (10. 19) 
取 S 为 一 封闭 曲面 ,S$ 中 的 总 电荷 根据 (10. 18) 式 应 为 

于 |as 这 |arc- V.P)， 

因此 

p= (1.0320D 
(10.19) 及 (10. 20) 中 的 p 和 pw 满足 (10. 9) 式 ,是 令 人 满意 的 . 
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除了 这 些 电 蓓 外 ,我 们 假定 各 个 分 子 中 有 些 电 子 绕 厦 分 子 中 某 
固定 点 而 旋转 . 现在 让 我 们 计算 由 于 这 些 电 子 而 产生 的 pv 和 p. 

为 简单 起 见 , 假 定 在 一 点 (Cz， 
>) 加 近 内 有 二 种 季子 5 各 个 分 于 
中 只 有 一 个 旋转 的 电子 ,旋转 的 情 
形 都 一 样 , 即 电子 运动 轨道 都 是 一 
个 以 a 为 半径 的 圆周 , 轨 韦 平面 的 
法 线 方向 都 是 5(8 是 单位 矢量 ,与 
电子 运动 方向 一 起 服从 右手 定 则 ). 
加 论 在 一 个 面 $ 上 由 于 这 些 电子 而 
出 现 的 电流 T( 见 图 8). 如 有 果 S 面 的 
周围 曲线 厂 不 通过 某 一 个 电子 的 
轨道 所 构成 的 圆 面 ,那么 这 个 电子 6 
的 轨道 或 者 与 $ 不 相交 ,或 者 相交 于 两 点 . 它 在 这 两 点 上 所 贡献 的 
电流 相等 而 相反 ,因此 相抵 消 挥 . 因此 对 于 面 $ 上 的 电流 了 有 贡献 
的 电子 而 言 , 它 们 的 轨道 所 构成 的 圆 面 ,必须 与 本 相交 于 一 点. 令 
dl 为 卫 曲 线 中 一 小 段 (d: 的 方 辐 与 面 $ 的 方向 服从 右手 定 则 ). 作 
一 柱 体 ,中心 输 为 d1 ,底面 为 一 圆 ,半径 为 c, 展 面 的 法 线 方 癌 为 
那么 如 有 果 电 子 轨道 中 心 在 此 柱 体 中 , 轨 站 所 包围 的 圆 面 必 然 为 dl 
线段 所 贯穿 ,而 如 果 中 心 不 在 此 柱 体 中 , 圆 面 便 不 能 为 dl 线段 所 
贯穿 . 因此 称 v 为 分 子 密度 ,e 为 电子 的 电荷 ,f 为 电子 在 一 秒 中 的 
旋转 次 数 ,得 

7 = Doradlcos (dl,b) (ef) = ddl Me, (10.21) 


式 中 M 代表 


Cc of wna bs COD 
作为 一 个 宏观 量 , 上 式 可 以 到 处 取 不 同 的 值 ,但 
> | 5 
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因此 
|z5+as = hdr. Me = |(V x Me «ds; 
由 此 得 
pv= (VX Mc. G0 3 
由 于 (10. 9) 及 上 式 , 得 ao/8ai=0, 因 此 
Di (0 0 (OO 


令 轨 道 半径 a 在 上 =0 时 为 零 , 逐 渐变 大 . 在 此 过 程 的 每 一 阶段 ， 
(10. 23) 均 有 效 , 因 此 (10. 24) 有 效 .但 在 :=0 时 ,电子 是 不 旋转 
的 ,电子 在 轨道 中 心 ,而 如 果 在 该 时 电子 的 电荷 与 轨道 中 心 的 正 电 
荷 抵 消 ,o==0. 因此 在 任何 大 于 零 的 时 刻 p==0. 这 样 的 p 及 pv 适 
合 (10.9) 式 , 令 人 满意 ,这 样 的 p 和 pw ,我 们 以 pr 和 pv 代表 . 
除开 以 上 的 电荷 外 ,我 们 再 假定 一 些 自由 运动 的 电 答 . 所 谓 
“ 目 由 ”, 乃 是 指 不 为 其 他 物体 束缚 住 , 可 以 单独 地 运动 ,并 非 指 它 
不 受 力 .这 些 电荷 的 2 和 mw, 我 们 以 p/ 和 pv’ 代表 之 ,我 们 假定 
它们 满足 (10. 8) 式 . 
我 们 只 假定 有 以 上 三 种 电荷 ,而 不 假定 其 他 种 的 电荷 . 事实 
上 ,真正 的 带电 体 的 性 质 ,是 介 平 这 三 种 之 间 的 . 例如 离子 既 对 于 
0 和 Pv 有 所 贡献 ,也 对 六 和 pv/ 有 所 贡献 . 
以 上 面 的 p 和 pw 代入 (10.8),(10.5) 式 得 
V .天 一 4rfol 一 V.P]， 
VX B= ce 90E/9 + (4x/c) (pv 十 (OP/9t) 十 <cVX M). 
引入 电感 应 D ,宏观 的 磁场 及, 定义 为 


D = E+ 4rP， (10525> 
H=B— 4rM, (10. 26) 
便 获 得 了 
V.D= 4xp’, (L029 
Vx H=c 190D/9 十 (4rx/c) Pv. (10. 28) 


这 便 是 宏观 麦克 斯 韦 方程 的 另外 两 个 式 子 . 至 此 ,我 们 已 完 元 全 全 
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地 导出 了 静止 介质 的 宏观 的 麦克 斯 韦 方 程 . 为 简化 符号 起 见 ,p/ 
和 bw’ 此 后 即 用 p 和 pw 来 代表 . 

(10. 22) 只 对 圆周 的 轨道 运动 有 效 . 但 我 们 可 以 将 此 推广 . 推 
广 的 结果 为 : M 为 一 个 单位 体积 中 各 个 分 子 的 m 的 和 ,而 m 的 定 
区 为 

a (1/20| 0 a (10. 29) 
式 中 j 为 分 子 中 各 点 的 电流 密度 ,r 为 自分 子 中 心 至 积分 点 的 矢 
量 .可 以 证 明 , 当 电流 集中 于 一 线形 导体 中 ， 
m 一 i/2c| er dl 
式 中 i 为 导体 中 电流 . 对 于 我 们 所 叙述 的 特殊 情形 ,这 等 于 
C MNna er 

以 上 所 述 , 有 些 是 极 明 显 的 ,有 一 些 需 要 和 仔细 的 证 明 , 但 这 些 证 明 
在 此 精简 . 

(3) 能 量 动量 、 角 动量 守恒 定律 

自 宏观 的 天 克 荔 韦 方 村 《10 11Dy010. 12)(10a27), (10528), 
我 们 可 以 导出 代表 能 量 、 动 量 . 角 动量 守恒 的 式 子 .我 们 在 此 只 写 
了 子 车 人 柏 两 余 式 子 基 着 本 以 自己 推出 : 

自 宏观 的 麦克 斯 韦 方程 ,得 

SB 二 一 eX EF)ét, 
SD=cétly XxX HO (4n/c)povw |; 
式 中 pw 即 是 以 前 的 Pv/ ,5B 和 6D 代表 在 dt 时 中 B 和 0D 在 固定 
于 空间 的 点 上 的 变化 . 由 上 二 式 ,得 
1 
村 寺 K® .3D +- H .8B)dV 


= [ECVXE-E.VXx EDdVar + |pv* EdVit 


Es | . EdV8z 十 a| CE I) es. eo 
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因此 


~ 了 [六 。 
a F 3Ddy ， 司 3BdT 0 


分 别 代 表 电 能 同 磁 能 的 增加 . 

在 此 ,必须 较 详 细 地 讨论 (10. 31) 式 中 两 项 的 意义 . 为 此 ,只 消 
讨论 第 一 项 即 够 . 让 我 们 首先 处 理 静 电学 中 介质 不 存在 的 情形 , 那 
时 能 量 守 恒 式 成 为 

| 2 Sa 二 Us| 二 Wo, (10. 31a) 


式 中 方 miv? 代表 各 个 自由 电子 的 动能 ,Us 为 电场 能 量 ,Wo 为 外 
界 力 ( 不 是 电力 ) 所 作 的 功 . 由 此 及 
mividv, = for. (10. 31b) 

(fi 代表 第 i 个 自由 电子 上 的 总 力 ), 可 以 求 出 

D> fadvo;= Dfi— fion)dw;=— Ue (10.31c) 
(fs 代表 电场 所 施 于 第 i 个 自由 电子 的 力 ). 当 介 质 存 在 时 ,我 们 必 
须 在 上 面 (10. 31a) 式 的 左 方 的 括号 中 补 入 介质 的 动能 ,将 Uz 改 
为 Ug 加 上 介质 的 弹性 内 能 Cs. 当 介 质 不 运动 时 ,我 们 获得 


> fad v=—d(Ug+Ug) 0. | 
与 (10. 30) 比较 ,可 见 
| “Da 0 CD CTORSIEY 


上 式 是 极 重要 的 . 为 体会 这 一 点 ,让 我 们 讨论 介质 不 动 而 fi 等 于 


@ 这 里 将 Ug 和 Uass 分 开 ,是 为 了 说 明 的 方便 .事实 上 它们 可 能 是 分 不 开 的 . 
(10. 31e) 的 另 一 个 证 明 如 下 . 让 我 们 将 (10. 31c) 推 广 至 
D> fedvi =— UE 一 > fevdv, 
式 中 右 方 第 二 项 (不 计 负 号 ) 乃 电场 对 于 束缚 电子 所 作 的 功 . 当 介 质 没 有 运动 时 ,我 们 
可 以 想像 
2 /idv— 00s 
代入 上 式 , 即 获得 (10. 31e). 这 个 证 明 只 对 于 稀薄 气体 可 靠 , 是 不 够 严格 的 . 
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一 f&s 的 情形 . 该 时 介质 及 自由 电子 的 动能 是 不 变 的 ,因此 
Wa, SS 0 流 (C10.901) 
但 此 时 


二 je» J eS 


与 (10. 31f), (10. 30) 相 合 , 便 获得 了 (10. 3le). 当 介 质 有 运动 时 ， 
(10. 31d) 左 方 应 补 入 一 项 ,代表 由 电场 及 介质 中 相互 作用 而 来 的 
力 在 介质 运动 时 所 作 的 功 . 该 时 我 们 简称 (10. 31d) 的 左 方 全 体 为 
电场 及 介质 力 所 作 的 功 W. 

由 于 介质 外 pe tt ed 
虑 到 这 一 层 . 引入 介质 所 吸 的 热量 Q@, 再 补 入 能 量 流 动 U*， 
射 U** 等 ,我 们 获得 

NE RO 
在 此 后 我 们 忽略 上 * ,U0"* 5 而 以 U 代表 Us 十 Ugsss 引入 外 界 力 ,使 
过 程 为 一 可 逆 过 程 . 那 时 我 们 知 
Q = TdsS, 

式 中 了 为 绝对 温度 ,S 为 炉 ( 自 由 电子 ,介质 ,电磁 场所 合成 的 总 
系统 的 粹 ). 因此 ,以 交代 表 0 一 TS ,讨论 可 道 等 温 过 程 ,重复 以 
上 的 讨论 ,得 在 介质 不 运动 时 的 


| :DD = (10. 31h) 
及 一 般 情 形 下 的 
W =— 6. (10. 31i) 

我 们 此 后 将 利用 介质 不 运动 时 的 (10. 31h) 式 求 亚 ,再 利用 一 般 情 
形 下 的 (10. 31i) 式 求 自 由 电子 及 介质 各 部 分 由 于 电场 的 作用 及 介 
质 间 的 相互 作用 而 受到 的 力 . 

由 玫 去 求 U,S 等 乃 是 热力 学 中 的 问题 ,在 此 不 拟 讨 论 , 读 者 
可 参阅 Becker 所 车 《电磁 学 ) 第 一 卷 最 末 一 章 

对 于 一 般 寻 常 物体 ， 
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D = k(T)E, (10. 32) 
式 中 只 是 工 的 函数 而 不 是 EE 的 函数 .在 求 于 时 ,空间 各 点 的 介 
质 可 以 是 不 同 的 物体 ,但 介质 是 不 动 的 ,因此 
ER 
在 此 情形 下 ,(10. 31) 第 一 项 可 以 对 D 积分 ,得 
= | sD"/kdV es [a i | A 
Co 

积分 常数 乃 是 到 中 与 EE 无 关 的 一 部 分 ,在 上 式 中 没有 写 出 . 在 用 
CO MD 二 的 二 站 刀 厅 、 

(10. 31) 中 第 二 项 的 性 质 基 本 上 与 第 一 项 是 相似 的 .但 H,B 
中 在 某 些 情形 下 没有 像 (10. 32) 式 的 简单 关系 ,因此 我 们 没有 类 似 
《10 省 二 村 DPE NS 12. 

在 动量 守恒 的 式 子 中 ,我 们 疫 有 相当 于 Q 的 一 项 . 由 动量 守 
恒 式 ,可知 电磁 场 及 介质 所 合成 的 系统 的 动量 密度 g 及 动量 流 窗 
度 了 分 别 为 


2 /ne 


(D x 8B), (10. 34) 
ls E 
T= (ED+HB)— oil(E*D+H:B). (10.35) 


后 者 也 可 以 认为 是 张力 . (10. 34),(10.35) 的 导出 在 此 精简 . 
3 11 静电 学 的 主要 内 容 


正如 在 上 节 所 说 的 ,一般 的 较 简 单 的 电磁 理论 不 是 本 书 的 主 
要 对 象 . 在 此 东 中 我 们 只 扼要 地 叙述 和 让 电学 的 内 容 . 

(1) 基本 方程 

基本 方程 为 
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B=H=0, (9E/9) = 0, (oD/@) = 0; 


人 二 
pv ym "YD 
此 外 介 电 常数 & 也 适合 
Bk/dt = 0. CI 2 
如 果 D 有 不 连续 性 ,在 某 一 个 面 $ 上 不 连续 ,那么 
Di 十 D,; = 4r0， 他 让 3) 


式 中 o 代表 面 上 的 电荷 密度 ,Dn ,Dz 代表 在 面 的 
两 方 的 DD 的 沿 法 线 的 分 量 ( 法 线 自 面 $S 出 发 ,分 
别 地 往 面 的 两 方 去 , 见 图 9). 显然 , (11. 1) 及 
(11.3) 中 的 2 和 力 是 自由 电荷 的 p 和 o. 此 点 
以 后 不 再 提起 . 
讨论 一 个 电荷 在 真空 中 所 产生 的 电场 . 由 
(11.1) ,得 
已 一 一 Vyp， 本 
V2p 一 一 4r0. Cl 5 
因此 , 当 p 是 一 个 有 限 的 .足够 平滑 的 x,y,z 的 
消 数 ， 


9 一 | (oay, (1 的 


已 三 | Cer/ryav. Gi 


如 果 令 此 电荷 的 大 小 趋 近 于 和 零 , 则 在 此 电荷 外 的 各 点 上 
De/ 
如 果 将 电荷 认为 一 点 ,那么 由 于 在 此 点 上 Ep 没有 意义 的 事实 ， 
我 们 便 必须 去 求 一 个 yg, 它 在 空间 际 开 某 些 点 外 的 各 点 上 满足 
Vp= 0. 
但 虽然 固定 了 这 些 被 除开 的 点 , 解 依 然 不 是 惟一 的 .例如 : 除开 原 
氮 外 ， 
| 
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都 是 V 9=0 的 解 .为 使 解 成 为 惟一 的 解 , 必 须 在 这 些 奇异 点 附近 
规定 五 或 9 的 性 质 ,例如 在 原点 附近 要 求 几乎 与 1/r 相同 . 那 时 
2 的 惟一 解 即 是 1/”. 这 样 的 讨论 是 不 方便 的 . 我 们 在 这 几 章 中 不 
这 样 地 去 讨论 点 电荷 . 
要 证 明 当 (11.5) 有 人 解 时 , 解 必然 是 (11. 6), 这 是 极 易 的 (读者 
可 参阅 Tamm《 电 学 原理 》§ 12). 要 证 明 (11. 6) 确 满足 (11. 5) ,也 
没有 很 多 的 困难 (读者 可 参阅 Tamm《 电学 原理 》§ 95). 这 些 讨论 
不 在 此 重复 . 
当 (11.5) 中 的 o 有 一 部 分 逐渐 地 集中 ,或 成 为 点 电荷 ,或 成 为 
一 面 电 和 荷 ,或 成 为 一 电 偶 层 Capoumaog crmog)( 即 面 上 任何 一 小 块 上 
有 一 个 由 了 地 ; 方 同 与 面 的 法 读 平 行 ), 那 冯 (11.6) 变 为 
人 + 人 + +||as ‘VL p), 
Ci 
式 中 ww 代表 面 电 蓓 密度 , pds 为 dS 面 上 的 偶 极 和 矩 ,p 代表 除开 集 
中 的 电荷 外 的 其 他 电荷 . (11. 8) 也 可 以 直接 地 由 假定 E 和 YE 有 
不 连续 性 ,假定 在 E 和 VE 不 连续 的 面 以 外 各 点 上 (11. 5) 是 成 立 
的 ,再 假定 类 似 (11. 3) 等 边界 条 件 而 获得 . 这 个 讨论 也 不 拟 在 此 写 
Et 
(11. 8) 的 第 一 项 可 以 对 zx,y,z 作 多 次 微分 ,点 电荷 所 在 处 除 
外 .第 二 项 也 可 以 微分 多 次 (如 果 p 的 性 质 是 足够 平滑 的 ); 事 实 上 
V- 作用 于 其 上 是 有 意义 的 ,而 等 于 一 4xp( 只 消 。p 对 ,yy,z 的 一 级 
偏 微 商 是 连续 的 ). 第 三 项 和 第 四 项 的 性 质 是 化 有 兴趣 的 ,分 别 地 
扼要 叙述 如 下 : 
9 六 一 个 曾 > 面 下 有 面 志和 荷 千克 矶 . 交 光 的 公 起 为 外 克 
z) 一 0, 在 面 右 各 点 f 之 0, 在 面 左 各 点 f 二 0. 面 电 荷 w 所 产生 的 电 
势 为 
人 2 (11. 9) 
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式 中 (6,7,5) 代 表面 上 的 点 ,r 代表 
自 场 点 至 源 点 的 距离 . 上 式 乃 是 场 
点 的 位 置 的 函数 ,而 这 个 函数 在 $ 
面 附近 是 连续 的 (证 明 方法 为 讨论 
上 式 对 于 场 点 的 一 致 收敛 性 ). 但 是 
面 电荷 所 产生 的 电场 不 是 连续 的 . 
如 图 10, 取 面 上 C 点 为 原点 , 取 O。 jo 
轴 沿 C 点 上 的 法 线 mo 的 方向 , 自 

左 至 右 , 在 法 线 wo 上 任意 一 点 4 

的 坐标 为 (0,0,z) , 它 的 电场 的 = 分 
量 为 


|[e 一 95]oce,75dss Cl) 


可 以 证 明 , 上 式 对 于 z= 二 0 时 是 有 意义 的 ,可 以 称 为 巨 .(C). 我们 又 
可 以 证 明 当 4 在 面 的 右 方 ( 见 图 10)， 


lim| [Cz — 0/rsJoCt,7,0dSe = 2xw(C) + E.(C); 


Gila 
如 果 也 是 法 线 mc 上 另 一 点 ,在 面 的 左 方 ( 见 图 10) ,得 


lim|[c 二 二) ed 0 4 


DW 
这 说 明了 面 的 两 方 的 点 上 的 E, 是 不 连续 的 .引入 el(zx) 函 数 , 定 义 
为 
De = 0， 
Ca Tl) 
E(x) a D2 we 
便 可 以 将 以 上 结果 写 为 
Elz) = 4nrw(C)e(f) + bE, CLD 


式 中 E, 代表 EE 沿 n 中 方向 的 分 量 ,E, 代表 一 个 连续 的 函数 . 至 于 
E 的 与 面相 切 的 方向 的 分 量 五 ,我 们 很 容易 证 明 它 是 连续 的 . 以 
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上 所 述 的 证 明 , 可 参阅 任何 数学 物理 方法 的 书 . 

电 偶 层 的 情形 与 以 上 是 不 同 的 . 称 此 表面 的 方程 为 f==0, 令 
面 右 的 点 的 户 0, 面 左 的 点 的 f 二 0. 令 表面 的 法 线 方 品 rn 目 左 至 
右 . 令 电 偶 层 上 的 偶 极 矩 的 方向 为 a, 偶 极 窍 密度 为 加 .那么 由 于 
此 电 侦 层 而 产生 的 电场 的 电势 为 

$= |p(ds We i 

Ver Sa Ws 
(11. 15) 式 成 为 
$ 二 一 jecds . Dr- 

这 个 $ 不 是 连续 的 . 见 图 11 ,在 面 
上 C 点 作法 线 no ,了 到 线 上 两 点 
A4A,B, 分 别 在 面 的 右 方 及 左 方 ,我 
们 可 以 证 明 $6(C) 是 有 意义 的 ,而 
sO Em = jy ME, 


limg( A) 一 一 2rzp(C) 十 $C). 


四 CR 
图 11 因此 对 于 法 线 上 各 点 而 讲 ， 
$= 4rzp(C)e(C1) 十 几 ， 加 区 


式 中 少 为 一 连续 函数 . 因此 对 于 nO 上 各 点 而 讲 ,E 沿 n 中 方向 的 
分 量 E, 满足 下 式 ， 
已, 一 一 4rp (C6 Vf PC) + EE,, CTI Le 
式 中 户 , 为 一 连续 函数 . 矢量 EE 则 满足 
E=— 4np(C)6(f) Vf+E’, 

式 中 E' 为 一 连续 矢量 . 由 上 可 见 $ 是 不 连续 的 ,而 Es 变化 剧烈 ， 
它 的 式 中 含有 8( 廊 . 以 上 叙述 的 证 明 ,也 不 拟 在 此 补充 . 

寻常 在 静电 学 中 的 问题 即 是 在 已 知 的 边界 条 件 下 求 
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Vp np (11. 19) 
的 解 , 式 中 2 是 已 知 的 . 令 
9 = 三 |eav， 
那么 y 满足 
we” (11. 20) 


所 以 亦 即 是 在 已 知 边界 条 件 下 求 (11. 20) 的 答 . 如果 9 在 一 封闭 面 
S 上 是 已 知 的 ,而 我 们 要 求 面 内 体积 中 的 w, 这 样 的 问题 称 为 狄 时 

雷 (Dirichlet) 内 问题 ;如 果 9 在 一 封闭 面 $ 上 是 已 知 的 ,而 我 们 
要 求 面 外 体积 中 的 w, 这样 的 问题 称 为 狄 里 克 雷 外 问题 出 ;如果 在 
一 封闭 面 $ 上 mV9 是 已 知 的 ,而 我 们 要 求 面 内 体积 的 wo, 这 样 的 
问题 称 为 诡 伊 受 (Neumann) 内 问题 ;如 果 在 一 面 封闭 S 上 mv. Vp 
是 已 知 的 ,而 我 们 要 求 面 上 体积 的 9, 这 样 的 问题 称 为 诺 伊 曼 外 问 
题 . 可 以 证 明 狄 里 克 雷 内 外 问题 及 纽曼 外 问题 都 有 解 , 而 诺 伊 曼 内 
问题 只 在 


| 二 人 


的 情形 下 才 有 解 . 又 可 以 证 明 前 面 三 个 的 解 是 惟一 的 ,而 纽曼 内 问 
题 的 解 可 以 带 一 个 任意 常数 . 这 些 讨论 见 Co6omres 书包 . 

在 一 般 物 理学 书籍 中 ,(11. 20) 的 求解 往往 通过 特殊 的 方法 ， 
例如 用 镜像 法 (weron oTpaxenna)、 变 数 分 解法 (MeToJ pasnereHain 
nepeMeHHPIX), 由 此 可 以 利用 某 些 特殊 函数 的 性 质 ,获得 了 所 求 的 
答 . 这 些 方 法 可 以 参阅 Jeans 所 著 人 《电磁 学 》 在 静电 学 中 比较 难以 
了 了解 的 问题 是 介质 的 机 械 力 问题 ,我 们 在 此 对 于 这 问题 作 一 个 简 
单 的 介绍 ， 


@， 在 外 问题 中 ,我 们 要 求 "在 无 穷 远 处 趋 近 于 零 

@ 解 的 惟一 性 的 证 明 见 十 六 章 . 解 的 存在 的 证 明 见 十 九 章 . 这 书证 明 援 用 了 而 电 
荷 及 电 侦 层 的 电势 的 性 质 ,将 求解 的 过 程 变 为 求 一 个 积分 方程 的 解 的 过 程 ,由 此 求 出 
(11. 21) 的 条 件 . 
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(2) 介质 的 机 械 力 


在 第 10 节 ,在 介质 不 动 的 情形 下 ,我 们 用 热力 学 的 理论 求 出 
了 殖 的 形式 (10. 33). 如 果 介 质 可 以 运动 时 ,那么 当 介 质 各 处 的 速 
度 wu(zx,y;z) 取 小 值 时 ， 


三 sr|D OO (11. 22) 
8 工 
考 感 一 个 可 逆 等 温 的 变化 ; 那 时 我 们 证 明了 (10. 31i) 
2 Ca RD 


W 代表 由 于 电场 及 介质 中 相互 作用 而 来 的 力 在 自由 电子 及 介质 
上 所 作 的 功 (详细 讨论 见 $ 10(3)). 因此 W 应 该 等 于 


| c i 


式 中 vv 是 自由 电荷 的 速度 , fodV 是 dV 中 自由 电荷 所 受 的 力 ， 
u(x，y;z) 是 在 (xX,，y,z) 附 近 的 介质 的 速度 a 和 dV 中 的 介质 
所 受 的 力 ,2 是 所 讨论 的 过 程 进行 所 需 的 时 间 . 因此 我 们 得 


~ = |c “fo tu fu)dV. Gh 


我 们 的 目的 即 在 上 式 中 求 出 fo 及 f. 因为 过 程 是 可 逆 的 ,wu 是 无 
穷 小 ,因此 可 以 忽略 (11. 22) 中 的 O(z). 

显然 地 在 w=0 时 ,f,=pE 是 (11. 24) 的 一 个 解 .这 个 特殊 情 
形 下 的 (11. 24) 即 是 忽略 磁场 后 的 (10. 30). 在 一 般 情形 下 ， 


人 
dr “de 8x) % 
i 22 
| 有 2 总 ot dv 
属 es .2| 
= 二 [| st 十 2 上 i dV. (ll.25) 


用 E= 一 Vp 代入 ,对 第 二 项 作 分 部 积分 ,再 抛 去 面积 分 的 一 项 (用 
假定 讨论 全 部 空间 的 亚 ) ,得 
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dy 9p 
= | SEdV + | Se CL 
为 简单 起 见 , 让 介质 为 气体 .该 时 有 成 为 物质 密度 7 的 函数 . 因此 


称 某 一 块 物质 的 & 的 变化 率 为 Dk/Dz, 得 


i Vr (CC。V)A 
dk {or7 
二 人 (CC。V)7Y 1 一 (u* WEh. 
利用 连续 性 方程 


V. Ci) + 7/ = 0， 
简化 3&/8t 为 
Ok/dt = (dE/d7)7V 一 tu Dh. 
以 此 代入 (11. 26) ,再 以 一 V。pw 代替 (11. 26) 中 的 3o/at, 作 分 部 
只 分 , 抛 去 所 有 的 面积 分 ,得 


二 [ee sv 十 二 “。VR 一 st VF’ 927 | jav， 
2 
因此 得 
fo 一 OP， 
me | 全 本 六 
这 便 是 我 们 所 需要 的 式 子 . 


由 (11. 28) 的 导出 ,可 知 fi 态 是 在 (zx,y,z) 点 的 介质 (会 同 它 
的 束缚 电子 ) 所 受 的 力 . 至 于 这 个 力 具 体 地 如 何 产 生 , 在 微观 理论 
中 相当 于 什么 分 子 力 ,在 我 们 如 此 简单 的 理论 中 是 不 可 能 回答 的 . 


由 (11. 28) 可 以 计算 分 开 两 个 介质 的 表面 层 所 受 的 力 . 在 图 12 中 , 令 
矿 ,T"" 两 曲面 包围 着 这 个 表面 层 . 令 为 (或 1") 的 法 线 ,方向 如 图 . 令 &'， 
k",Y',Y”, 代 表 两 个 介质 的 介 电 常 数 及 密度 . 令 El ,En,E ,En 代表 电场 沿 曲 
面 方 向 、 沿 法 线 1 方向 的 分 量 在 两 个 介质 中 在 矿 ,T" 处 所 取 的 值 . 如 果 表 而 
层 中 没有 自由 电荷 , 则 


74 电动 力学 及 狭义 相对 论 


k'F = pk'E,. 
这 是 由 于 VY。，D=0 而 得 来 的 . 目 VXE=0, 得 
= 


取 (11. 28) 右 方 对 dn 的 积 
| ese ph 十 EE | 


8 dy 
天 k ] 
| | dh 
dk | | 
2 Xen 2 
二 | E37’ 
a mL/ Wo (Es)| 一 证 二 | 
0 
Wy I 1| | 
二 训 E’ oY 本 |. (11. 29 


加 2 这 可 以 认为 是 表面 层 单位 面积 在 4 方向 所 受 的 力 . 

这 个 间 题 的 值得 提出 , 乃 是 因为 我 们 不 可 以 将 表面 层 看 作为 一 个 几何 
面 ,因此 与 以 前 的 讨论 极 不 相似 . 如 果 将 表面 层 看 作 一 个 几何 面 ,计算 的 结 
便 有 所 不 同 .为 说 明 这 一 点 ,让 我 们 计算 表面 层 作 为 几何 面 时 所 受 的 力 . 

令 一 封闭 面 5S 包含 一 体积 V1, 其 中 有 某 一 介质 ; 称 面 外 的 体积 为 V;， 
其 中 充满 了 另 一 种 介质 如 ,我 们 的 计算 现在 应 该 目 


机 a srkEdV 有 . 二 Ed | 
=— | (wfotu: fadV -lu -es 
Vi+V, 


出 发 ,上 式 中 wus 代表 5 面 上 一 点 的 速度 ,fs 为 面 上 单位 面积 所 受 的 力 . 现在 


vot 2 A | -二 2 
,BE ii 人 2 i je: “dS) 5 RE?, 
i :jav = ] 2 oD 
(eal 本 | 二。 
EdV + [92 2edy 人 
gx > 
过 Ok pzqy = 和 二 [| 毕 (一 7YV .VD) 瑟 2 一 (zz。 re 
8r | or dy 


要 | 加 v| BE7 笃 ]+ Gu- Vv OE dy 
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a 
Ss a yeE* dS, 


9p -去 | oD . 
|? 5 4 ?a ds 
oD 


ER 3 
= |x Vp 本 ds 


oD 


a k 1( /oD , 
= |ov V92pdY |? + 4npv\ dS 


人 ov .VpodV. 


( 因 aD/at 十 4xrpo =C VXH, 因 而 涉及 了 在 此 所 忽略 的 磁 能 ). 注意 上 式 中 的 
ds 的 方向 对 于 Vi 而 言 是 向 外 的 . 对 于 Vz 作 同样 的 计算 , 相 加 ,得 


i | A | | . | | | 
kEdV | = | 2 We 
5 VI+V, 8 | ge ant Vk— VILEYy dV 


. ?| 一 | 款 P= dk 中 
+ ds| | 去 好 ee 


a dk | 
> | gr” jE | er “VDP)dVY. 


因此 表面 层 上 单位 面积 所 受 的 力 为 


Wl dk :] 一 [十 dk :] Ee a 中 
| 4 dy aq7t ort net , (11. 30) 


方向 沿 dS ,大 小 与 (11. 29) 不 同 . 当 E.==0 时 ,两 个 式 子 是 相等 的 . 
它们 的 所 以 不 同 ,解释 不 是 简单 的 . 主要 的 原因 是 在 表面 层 中 的 变化 ， 
E 的 变化 部 是 很 剧烈 的 ,所 以 虽然 表面 层 的 能 |4E*dV 可 以 忽略 , 它 的 内 部 
的 变化 是 不 能 忽略 的 . 
必须 强调 地 指出 , 户 , 疡 式 中 可 能 分 别 地 含有 与 & 泪 直 ,本 v 
垂直 的 一 项 ,而 这 些 项 无 法 用 上 法 求 出 . 要求 这 一 些 项 ,必须 用 动 


量 守 恒定 律 .用 了 这 一 定律 ,可 以 证 明 在 六, 访 中 应 该 不 包含 这 一 
些 头 


@ 在 这 里 ,动量 守恒 定律 基本 上 即 是 要 求 fm 十 fo 是 一 个 张 量 的 散 度 . 
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$12 ”宏观 电动 力学 中 的 几 个 问题 


宏观 电动 力学 的 场 方程 为 

5 (12. 1) 
VxXH- 圭 他 + 冬 py， C1 
B = fH), C12. 
Bs (12. 4) 
VxE=- 工 党， (12. 5) 
V.E= 4nxp, eS 
六 
D = E+ 47P. 

一 个 最 重要 的 特殊 情形 是 稳定 电流 的 情形 . 那 时 
OO 0 


Ge oO “or 
因此 

Vo ==0% Me Yo 
E,D 的 情形 与 衣 电 学 的 情形 相同 ;同时 8B,# 的 研究 可 以 与 E,D 
的 研究 分 开 . 当 B,H 中 的 关系 (12. 3) 是 已 知 的 ,而 pv 也 是 已 知 
的 ,我 们 可 以 自 (12.1),(12.2),(12.3) 中 求 出 BB,H. 例如 在 顺 磁 
或 抗 磁 质 的 物体 中 ,我们 可 以 假定 


== 全 
式 中 /5 为 一 第 数 , 称 为 磁化 率 , 在 永 磁 体 中 ,我们 可 以 假定 
M = M,, 
式 中 M6 为 一 常数 , 称 为 永 磁 矩 ,在 这 些 情形 下 (12.1) 一 (12. 3) 的 


求解 是 容易 的 . 
SO 
V.:H=— 4xV.M. C17) 
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将 此 式 与 电场 EE 的 (12.6) 比 较 , 可 以 看 出 一 VY。M 正好 像 是 磁 荷 
密度 似 的 . 由 于 这 个 缘故 ,我 们 称 一 Y。M 为 磁 倚 密度 . 
宏观 电动 力学 中 的 问题 是 极 丰 富 的 ;让 我 们 在 此 讨论 几 个 问 
题 (其 他 问题 可 参阅 Tamm 著 《 电 学 原理 》). 
(1) 封闭 稳定 线形 电路 是 否 同一 个 磁 壳 等 效 ? 
首先 ,讨论 一 个 如 此 的 电路 与 一 个 与 它 相 当 的 磁 壳 在 磁场 中 
所 受 的 力 . 为 简单 起 见 , 只 讨论 真空 中 的 情形 . 
令 图 13 中 械 曲 线 代 表 此 线形 电路 , 令 i 为 电路 中 电流 (静电 
受 的 力 是 x 
' XC 
这 可 以 由 每 个 电子 所 受 的 力 
el(v /c)XH 及 假定 线形 导体 有 许 r 
多 运动 着 的 电子 而 求 出 (证 明正 如 
$6 中 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 的 导出 一 图 13 
样 , 兹 不 重复 ). (12. 8) 等 于 
[dsx WxH=F|[VH) :ds — dsvV.H] 


= | (VA) Sus! 


讨论 一 个 假想 的 磁 壳 ,以 卫 为 周围 , 面 元 dS 上 的 磁极 矩 为 
(G/c)dS ,那么 它 所 受 的 力 应 为 
二 | ds .VED， 
两 个 力 的 相 老 是 
二 [有 ds —ds .VHA]= Lt|V x xas. 


这 在 一 般 情 形 下 (例如 5E/at 天 0 的 情形 ) 不 等 于 零 , 但 如 果 我 们 
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只 讨论 稳定 的 情形 ,3E/3t=3D/3t= 二 0, 而 又 如 果 我 们 假定 在 磁 壳 
面 上 没有 其 他 电流 ,那么 YxHH=0, 因 此 两 个 力 是 相等 的 . 

其 次 ,讨论 它们 所 产生 的 磁场 .由 (6.12) 式 , 知 电 路 所 产生 的 
磁场 于 为 


H=Vx Ah, 
3 
一: | (dle 4 re) /re; (Ch2.. 10) 
@ Wr 


式 中 代表 源 点 的 坐标 ,rs 或 r 代表 自 £ 点 至 场 点 (x;y;z) 的 矢 
量 . 引入 一 个 面 $, 为 工 所 包围 ,$ 的 方向 与 工 的 方向 成 为 服从 右 
手 定 则 的 螺旋 . 在 S 面 外 一 点 上 ， 


产 宇 区 广 i = jar x x |v ER 


1 
兰 二 | ds X Ye) Xx Ve = 


= 过 ds .ve vel — |[(vit)as}. Cle 
(zc3352) 扣 不 竹 面 十 ,Ver 三 0 站 式 成 为 
a=— vas. ve (12. 12) 
另 一 方面 , 污 此 电路 相应 的 假想 磁 壳 的 磁场 瓦 为 
1 = eg, 
9= 二 | Ve， (12. 13) 


E02 120M 

但 两 个 人 磁场 并 不 是 完 完 全 全 相同 的 . 为 了 解 这 一 点 起 见 , 让 磁 

过 有 一 厚度 5, 为 两 个 面 所 包围 ,两 个 面 上 的 磁 荷 密度 为 十 c, 一 5; 
o 同 6 满足 

1 时- 一 


区 村 
C . 


Gl2 le) 
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在 图 14 中 正 电 荷 密度 的 面 在 右 , 负 电荷 密 度 
的 面 在 左 ,S 的 方向 自 左 至 右 . 在 这 内 任何 一 
点 ,做 场 强 度 为 十 4rc, 方 癌 与 $ 在 该 点 的 法 
线 方向 相反 . 讨论 4 趋 近 于 零 而 c 趋 近 于 
无 穷 大 的 情形 . 该 时 如 果 我 们 称 磁 壳 面 为 f 
二 0, 使 面 右 的 点 的 二 0, 面 左 的 点 的 f=<0， 
这 个 磁 壳 中 的 磁场 等 于 

3 [ar 二 | 6C7) 5 
亦 即 


-号 jep} 
文 个 磁场 会 同 在 磁 壳 外 的 磁场 (12. 13)， 国 ， 14 
使 得 自 某 无 穷 远 处 至 另 一 个 无 穷 远 处 的 线 积 
ja Wy 
的 值 等 于 零 ,不 论 路 程 是 否 穿 过 磁 壳 . 事实 上 , 自 无 穷 远 至 图 中 B 
点 的 ja .dl 几乎 等 于 2x(i/c)( 这 等 于 S 面 在 B 点 上 所 支 的 立体 
角 ), 自 图 中 4 点 至 无 穷 远 的 | 如 . dl 几乎 等 于 2x(i/c), 而 图 中 自 
B 至 4 通过 磁 壳 的 |a . dl 等 于 一 4x(i/c), 所 以 总 和 等 于 零 . 但 
电流 所 产生 的 鼠 沿 同一 路 程 的 线 积分 等 于 4x(i/c); 可 见 两 个 磁 
场 鼠 不 是 完全 相同 的 . 事实 上 在 后 一 个 情形 中 的 五 ,从 来 不 取 无 
穷 大 的 值 , 从 来 不 取 像 (12. 15) 中 的 值 . 
值得 指出 : (12. 12) 在 任何 处 都 可 以 认为 是 磁 壳 的 磁场 . 理由 
如 下 : 如 果 所 考虑 点 不 在 磁 壳 中 ,那么 (12. 12) 无 疑 地 是 磁 壳 的 磁 
场 .如果 所 考虑 点 在 磁 壳 附近 (或 在 磁 壳 中 )， 
i , vel 工 | (12. 16) 
基本 上 即 是 
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[经 ey) (2 17) 
(参阅 (11. 16), (11. 17) 两 式 ), 因 此 (12. 12) 基 本 上 即 是 (12, 15) 
式 . 因此 在 任何 处 的 (12. 12) 都 代表 磁 壳 在 该 处 的 磁场 . 同样 地 值 
得 指出 , (12. 11) 式 右 方 代表 电流 在 各 处 所 产生 的 电场 .在 $ 面 中 ， 
(12. 11) 的 第 一 项 含有 一 个 6 函数 ,第 二 项 也 含有 一 个 6 函数 ,这 
两 个 6 函数 互相 抵消 ,使 得 (12. 11) 式 右 方 在 $ 面 中 各 点 的 值 成 为 
有 限 的 值 . 事实 上 ,不 难 证 明 


| vil ljas = 4x6(f) Vf, CD 
证 明 时 只 消 引 入 曲面 坐标 ,使 f(x,y,z) 为 其 中 之 一 ,再 利用 
vil i 二 
印 可 达到 所 需要 的 结果 . 详细 的 计算 在 此 精简 . 


由 以 上 可 见 电路 所 产生 的 磁场 与 相当 于 这 电路 的 磁 壳 所 产生 
的 磁场 是 不 同 的 ,所 差 的 即 是 (12. 11) 右 方 的 第 二 项 . 


(2) 计算 磁 介 质 中 各 点 所 受 的 力 


这 个 计算 同 § 11(2) 中 电介质 在 各 点 所 受 力 的 计算 是 极 相同 
的 .用 810 的 讨论 ,我 们 能 证 明 磁 场 及 介质 由 于 磁化 现象 所 共同 
获得 的 自由 能 和 为 
mx|av [a -AB. (12. 19) 


我 们 引入 一 个 等 温 可 逆 变 化 ,利用 热力 学 中 第 一 、 第 二 定律 ,应 用 
3 10,》11 的 讨论 至 磁 现象 ,获得 

$e —— fa frav — [ofody, (12. 20) 
式 中 w(x,y,z) 为 在 (zx,y,z) 点 的 介质 的 速度 ,f, 为 它 所 受 的 力 密 
度 ;v 为 自由 电荷 的 速度 , f。 为 它 所 受 的 力 的 密度 .在 w=0 时 f， 
等 于 p(E 二 c lo XB), 在 一 般 情形 下 由 (12. 20) 可 以 查看 fo 能 理 
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人 十 册 人 ;及 全 出 了 /> 

现在 计算 d 妥 /dt 首先 必须 认 清 (12.3) 中 的 与 x,y,z,t 有 
关 , 因 此 B 力 是 且 ,x,y,z,t 的 函数 ,H 是 x,y,z,t 的 函数 ;同时 
后 于 19) 中 的 |4 dB 乃 是 用 (12. 3) 中 的 所 作成 的 | * (df/ 
dH)dH , 亦 即 是 


yp 
da 由 
| oH ek 


因此 对 固定 的 x,y,z 而 言 ， 
d H 
gua §| ,al ag)an = al Sh) de + | Bh 
dH 38 
= 如 让 om dt + 


2) 一 | 部 ja 2.21) 
如 来 将 B 认为 是 x,y,z,t 的 函数 ， Oe 两 项 的 和 成 
为 生 、 (8B/3t),w, 即 以 前 的 符号 HH，(3B/3t), 上 式 右 方 第 三 项 
的 (9B/9t)p 仍 应 了 解 为 2 t 的 偏 微 商 . 在 H 的 
某 值 Ho 附近 ,将 BC(H) 对 于 (CH 一 Ho) 展 开 , 得 


B=BotB(H—H)O+ ZB HH)’+.® 
上 式 可 以 写 为 
二 trMo 十 HH+ FMIHIH + 这 (12. 22) 
式 中 Moyp ,A 成 为 (Z，y zt) 的 函数 . 由 此 计算 出 


[型 | oM, Oy 2 1 3 
| Ns - 百 十 也 人 


oB | 时 dH oB 


(12323) 


@ ”这 严格 写 来 应 为 
3 a QO 
| aa VaB.H Ve He FR) 
在 本 节 中 不 强调 这 些 严 格 处 . 
”严格 讲 来 ,B1,B;,… 等 都 是 张 量 . 这 里 我 们 为 使 讨论 简单 化 起 见 , 假 定 B1 .8B; 
等 使 (12. 22) 中 的 jy , 必 为 标量 . 
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因此 
i J 
dt = 让 |4 3 I At 2 87 At 
+ 3H: + dy. (12. 24) 


现在 必须 对 于 Mo,x ,等 作 一 些 假定 .首先 ,假定 任何 一 块 固定 
的 物质 的 x ,yw… 是 不 变 的 ; 亦 即 
时 = (WR (12.25) 


其 次 ,假定 在 变化 过 程 中 ,任何 一 块 物质 所 构成 的 面 上 的 Mo 是 不 
变 的 ,这 就 是 说 ; 如 来 茶 一 些 物质 在 介质 中 在 t 时 构成 面 S, 而 在 
t 十 At 时 构成 面 S: ,那么 


| Molt + At) .dS a Mitt) » dS =m. 
S» 2 
但 上 式 左 方 可 以 写 为 
| Dec +A) — Mo :ds 上 | ac + Ar) «ds 
一 Molt 十 At) .dS. 


第 一 巩 左 为 


2 
| 可 dSAr. 


在 后 两 项 中 , 先 将 t 十 At 换 为 1, 再 引入 一 条 面 S;, 使 S1,S;,S; 合 
成 一 封闭 曲面 ,最 后 应 用 高 斯 定理 ,证 明 后 两 项 的 和 为 


jv- ModV — | a (12. 26) 


式 中 dl 为 面 $ 的 周围 ,dl 的 方 癌 与 $ 的 方向 服从 右手 定 则 . 上 式 
可 以 写 为 

| 。 M0)dS 。ZAL 一 jv xX (u X Mo) . dSAt. 
因此 
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9 
2 十 &CY。 M ) Te WD.< (u XX M) 一 0, C2 Dy) 


以 (12.25),(12.27) 中 的 3x /31,9Mo/3t 代入 (12. 24) ,得 


dw La 名 


FV JH VX Gu x MdV 


本 |a -dn | i 


EE Ex 
1 | vA A 
现在 忽略 了 (12. 2) 中 的 89D/91, 得 
和 QB 0 ES 
| VX BdV =— |E VX Hav 


= | fr pvdV; 
义 因 


Ja:vx x Mav= | x MD .VX HdV 
4 区 
要 es x AM . pvdV 


二 | .pv X Mo)dV, 


一 
es 


=— Bovav — fa: (— pvx Mo — HV:M 


= zj 上 7 
ax veH 3 Jav. 


(12. 29) 
因此 f。,f 的 一 个 解 是 


fs,= p01E 1 < B|， 
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fa =— Tpvx Mo— HV:M, 


3 i de ne lp 30) 
用 以 上 的 方法 ,有 两 个 缺点 . 首先 ,不 论 下 列 式 中 8 取 什 么 值 ， 


fo= EBu x MO) + plE+ XB), 


fu=— EU PpoxM—HV:M -iVAH— oe. 


C2 
都 是 解答 . 其 次 f。,fwn 上 可 以 分 别 地 加 上 一 些 与 v ,垂直 的 项 而 
\ 影 啊 它 的 解 .为 了 补救 这 两 个 缺点 ,我 们 再 援 用 动 荐 守恒 定律 . 
用 了 后 一 个 定律 ,我 们 非但 确定 了 (12. 31) 中 的 P 为 过 ,而且 确定 
了 fof 中 与 v ,a 夷 直 的 分 量 . 这 样 , 才 肯 定 了 fo,,;f 的 全 部 式 
M0. 
fo 的 值 与 介质 的 速率 w 无 关 , 力 是 可 以 想像 得 到 的 . 电流 在 
磁场 中 所 受 的 力 , 由 B 而 不 由 有 决定 ,也 是 在 想像 中 的 . 比较 难以 
了 解 的 是 磁 荷 一 VY。Mo 受 力 由 HH 而 不 由 B 决定 的 这 件 事 ,在 此 获 
得 了 证 明 . 这 个 证 明 方 法 是 宏观 的 .微观 的 证 明 方法 主要 是 假定 水 
磁 矩 是 不 能 被 穿 过 的 电流 环 路 ( 即 环 路 所 构成 面 不 可 能 被 电子 穿 
过 ), 在 此 不 拟 讨论 ;读者 可 参阅 Fowler 及 Guggenheim 所 车 《 统 
计 热 力学 》. 
当 电 流 所 走 的 路 线 固定 寺 介 质 中 时 ( 亦 即 电流 所 走路 线 与 介 
zf 3830 3 /7 
成 为 作用 于 电流 上 的 力 . 这 等 于 


plE 十 一 XD = 4rMo) | 
= pF | = x [ul 于 po 十 |. CB) 


对 于 磁性 不 强 的 物体 ,这 几乎 与 (12. 30) 的 第 一 式 的 右 方 相 同 . 对 
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于 铁 磁 性 的 物体 ,这 同 (12. 30) 的 第 一 式 的 右 方 比较 ,可 以 相差 极 
多 . 

(3) 一 个 运动 着 的 导线 的 法 拉 第 定律 

这 和 于 二 个 作 人 所 兄 可 认 的 癌 
题 . 

如 图 15 ,在 上 时 刻 , 设 导体 是 一 
个 封闭 曲线 ,包围 着 面 Si1. 在 时 刻 
i 十 Ai, 设 导体 成 为 封闭 曲线 忆 ,包围 
春 面 S; ,我 们 不 难 证 明 


[E+ xB):d 
9 让 GE 


人 ( B(t + At) .dS 


一 | B80) dS|. (12. 33) 
这 便 是 法 拉 第 定律 . (12. 33) 的 证 明 如 下 、: 
(12. 33) 的 右 方 的 计算 正 同 (2) 中 
上 届 a 下 M(t) «dS 
的 计算 一 样 ,在 此 不 拟 重复 . 它 等 于 
ee “ds + |(V: 2s -|8. dl a|， 


(12.34) 
式 中 u(x,，y,z) 代 表 导 体 上 在 点 (x,y,z) 附 近 一 段 的 速度 . VY°*°B 


二 | 是 。 (学 = Xx 请) 上 (W235 
从 ot 


男 一 方面 ,计算 (12. 33) 左 方 的 值 .v 可 以 写 为 宇 项 的 和 . 
v=v' ~ GO 
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2 ' 代 表 电 荷 等 相对 于 导体 的 速度 ,与 d! 平行 .因此 (12. 33) 左 方 等 
Ss 


[z+ 各 x Bd= |[[vxE+vx x 8) | .ds 
= 过 |4s， (可 一 Vx Cu x B) |， 
(12. 37) 
与 (12. 35) 比较, 便 获 得 了 所 需 的 证 明 ， 
单位 电荷 在 导体 中 所 受 的 力 是 
EE” Xb, (12. 38) 


所 以 (12. 33) 可 以 写 为 
ja: :二 z|ds. 本 = x B)). C12:39) 
在 通常 书籍 中 , 凋 销 由 上 式 推 出 : 
VXE’=t|E -vx@wxB)|, (012.40) 


这 是 不 够 正确 的 . 要 能 够 自 (12. 39) 式 中 推出 (12. 40), 必须 在 
(12. 39) 对 任何 $S, 厂 有 效 , 而 (12. 39) 中 的 mp 力 是 zy,z 江 的 单 值 
函数 的 情形 下 . 但 即使 我 们 取 一 个 极 小 极 小 的 环 路 ,我们 仍然 有 下 
面 的 却 子 : 


jv:dz0 


( 亦 即 YXxwv 有 奇异 点 ), 因 此 wv 不 可 能 到 处 为 (zx,y,z,i) 的 单 值 的 
连续 函数 ,因此 我 们 不 能 自 (12. 39) 式 导出 (12. 40). 

这 一 点 由 (12. 40) 的 形式 看 来 ,也 是 极 显 然 的 . 左 方 包含 了 了 z 
和 了 粒 , 而 右 方 只 包含 忆 . 

如 末 只 讨论 电子 所 受 力 沿线 形 导线 方向 的 分 量 , 那 么 E* 可 以 
换 为 E 十 (u/c)XB, 这 样 的 E* 便 满足 (12. 40). 事实 上 不 难 由 五 ” 
的 新 值 E 十 (u/c) XB 直接 地 证 明 (12. 40) 式 . 
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当 线 路 各 文中 邻近 点 在 同一 时 刻 的 电流 是 一 样 的 ,我 们 可 以 
将 (12. 39) 认 为 电动 势 , 而 应 用 到 对 于 整个 封闭 电路 的 欧姆 定律 上 
去 . 显然 地 ,如 果 线 路 各 支 的 邻近 点 在 同一 时 刻 的 电流 不 一 样 ， 
(12. 39) 作 为 一 个 电动 势 来 看 是 没有 实际 意义 的 . 那 时 我 们 必须 目 
麦克 斯 韦 方程 出 发 ,具体 地 研究 这 样 的 问题 . 


(4) 在 不 同情 形 下 近似 求解 (12. 1) 一 (12. 6) 


最 后 ,我 们 简单 地 讨论 怎样 在 各 种 不 同情 形 下 近似 地 求 
(12. 1) 一 (12.6) 的 解 ,目的 是 了 解 在 什么 情形 下 可 以 忽略 (12. 5) 
中 的 38/9z, 在 什么 情形 下 可 以 忽略 (12.2) 中 的 3D/ar. 
当然 ,在 稳定 情形 下 


oO Pv 3 oof oD oF _ 
Ge 2 ”oO 下 人 (12. 41) 


那 时 (12.5) 中 的 8B/3z 及 (12. 2) 中 的 9D/3i 都 不 存在 . 那 时 我 们 
有 
VV ”Oo 0, Cl 2 

相当 于 电路 分 析 中 基 尔 霍 夫 (Kirchhoff) 定律 关于 在 每 点 上 电流 
的 总 和 等 于 专 的 讨论 . 此 外 

VXE=0, E=—Y9y, (12. 43) 
与 静电 学 相同 . 如 果 只 讨论 介质 到 处 相同 而 B/H 为 一 常数 py 的 
情形 ,得 


A (12. 44) 
> | CV (12. 45) 
人 7 人 


在 pv ,Pp 对 时 间 有 变化 ,而 变化 率 是 极 小 的 情形 下 ,B,H,E， 
D 对 于 时 间 也 有 变化 ,变化 率 也 极 小 . 那 时 显然 第 一 个 近似 是 
H=YVx Ah, (12. 46) 


A) wl Cl 


如 果 假 定 pv (2) 很 近似 地 满足 
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VvV* 三 2205 Ch 48 ) 
那么 (12. 46), (12. 47) 也 近似 地 满足 了 忽略 3D/et 后 的 (12. 2). 
为 9D/er 在 此 比 (C4r/c)pop 小 ,这 样 的 忽略 是 被 允许 的 ;因此 
(12. 46) , (12. 47) 便 是 我 们 所 需要 的 解答 .但 这 并 不 意味 着 可 以 在 
(12. 5) 右 方 忽略 98/ai; 这 是 因为 9B/9t 是 (12. 5) 右 方 中 最 主要 
的 一 项 \ 我 们 应 设 用 已 知 的 BB 代 入 25)% 册 用 (25)5(12.6) 友 
求 E. 以 上 的 情形 称 为 宏观 电动 力学 中 的 似 稳 情 形 
(KBaasLcTaLHOHapHBUH Lpolecc ) . 

我 们 将 在 第 四 章 中 证 明 电 子 所 放射 的 电磁 场 ,在 离 电 子 极 近 
处 主要 地 成 为 Ew, Haa, 称 为 辐射 电磁 场 . 它们 的 式 子 见 第 四 章 . 
由 这 个 式 子 可 以 证 明 在 离 电 子 极 还 处 (pw 在 那里 等 于 零 )， 

VHX N00 
因此 如 果 要 考虑 Hr, 那么 在 (12. 2) 中 不 能 忽略 9D/93i (不 然 
(12. 2) 无 法 满足 ). 因此 当 eg 有 剧烈 变化 (有 具体 地 讲 , 即 电子 有 显 
著 的 加 速度 ) ,使 我 们 不 得 不 考虑 辐射 问题 时 ,那么 我 们 便 不 能 名 
略 9D/Gz. 这 称 为 辐射 情形 . 

很 明显 地 , 当 我 们 求 得 了 (12. 1) 一 (12. 6) 在 一 般 情形 下 的 解 ， 
我 们 自然 而 然 能 知道 在 什么 情形 下 可 以 忽略 98B/93i, 在 什么 情形 
下 可 以 忽略 9D/Gz. 我 们 将 在 第 四 章 中 讨论 微观 的 麦克 斯 韦 方 程 
的 解 . 

宏观 电动 力学 中 的 问题 是 极 多 的 ,也 是 饶 有 兴趣 的 ,但 是 由 于 
本 书 的 性 质 , 在 此 不 作 更 多 的 讨论 . 
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$ 13 一 个 以 任意 而 不 变 的 速度 运动 者 的 
电子 的 电磁 场 


四 度 v 运动 着 的 
电子 所 产生 的 电 人 磁场. 这 比 一 般 运 动 的 电子 所 产生 的 电磁 场 较为 
简单 . 一 般 运 动 的 电子 的 电 人 磁场 将 在 $ 16 中 导出 . 

取 坐 标 轴 的 z 轴 沿 v ,可 以 将 电子 中 心 的 运动 方程 写 为 

m0 ZO (13. 1) 
由 于 wv 是 永恒 不 变 的 事实 ,我 们 可 以 设想 在 任何 两 个 时 间 ,tz 的 
电磁 场 ,如 采 它 们 在 空间 的 分 布 不 写 为 xz,y,z 的 函数 而 分 别 地 写 
为 (zx 一 vti,ysz) 及 (Xx 一 vtz，y,z) 的 函数 ,那么 这 两 个 函数 的 形式 
是 一 样 的 . 这 即 是 说 在 时 刻 茶 点 (zy，z) 上 的 电磁 场 移 至 
(zx 十 v(t 一 而) ,yz) 点 , 便 获 得 了 在 扬 时 刻 在 这 点 上 的 电磁 场 . 
此 可 以 设想 E,H,p 等 满足 

PEE(S— Vz) HH — vy) (3 

这 便 是 说 E,H 等 满足 (6. 2) 式 . 反 过 来 讲 , 如 宁 f(x,y,z,t) 满 足 


中 ”作者 在 本 书 中 所 说 的 电磁 场 的 放射 与 辐射 是 有 不 同 的 含义 的 . 为 避免 读者 在 
阅读 本 书 时 引起 混淆 ,在 此 作 一 说 明 : 源 (运动 着 的 电子 或 在 一 固定 区 域内 的 电荷 、 电 
流 等 ) 在 周围 空间 中 产生 电磁 场 ,在 本 书 中 统称 放射 电磁 场 . 在 这 些 电磁 场 中 ,仅仅 其 
强度 与 R( 源 至 场 点 的 距离 ) 成 反比 的 部 分 (本 章 中 用 E”,H'" 表 示 ) 所 具有 的 能 基 ( 其 密 
度 与 R 成 有 反比) 能够 流 疝 无 穷 远 处 ( 因 以 源 为 球 心 .R 为 半径 的 球 上 在 某 一 立体 角 内 
的 面积 与 R? 成 正比 ) ,这 部 分 电磁 场 E",H" 称 为 辐射 电磁 场 , 其 余 的 电磁 场 ,其 强度 (本 
章 中 用 E',H' 表 示 ) 是 与 R?,R3,… 成 反比 的 .所 以 其 能 量 仅 能 在 源 的 近 处 存在 , 随 R 的 
增加 很 快 衰减 为 0, 不 能 流向 无 穷 远 处 ,所 以 辐射 电磁 场 仅仅 是 本 书 所 说 的 放射 电磁 场 
中 能 达到 很 远 处 的 那 一 部 分 . 一 一 第 二 版 注 . 


90 电动 力学 及 狭义 相对 论 
忆 了 二 了 一 0， 
那么 将 f 写 为 新 变量 (zx 一 vi,y,z,i) 的 函数 , 便 可 以 证 明 f 同 变量 
中 最 未 一 个 无 关 , 状 得 失败 (总 二 
(13. 2) 大 大 地 简化 了 求 电 磁场 的 过 程 . 依照 $7, 我 们 求 电磁 
场 的 步骤 为 先 自 下 式 : 


2 
V4 一 十 人 = 一手 pv， CI 
Vzp 一 二 2 人 (13. 4) 
H=YXAh, (L336) 
-— [Bj- ve 人 


去 求 E,H. 以 这 代表 We V/s 利用 A,gp 为 Vs 函数 的 事实 ,得 
a4 _34 34_ 34 
or 6” er Ox?’ 
4 204 oA ,4 
0 
轩 时 3 9). 0 C13 59 


a 2 已- | 4 工 
/0 | Eee | a 2 et 


OZ 

a | eg 
(a—p) Sr 全 470， (18: 9) 
vp ey Ci 

Co 
式 中 V 代表 
已 大 全 四 ol 
ES I 
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而 8 代表 vw/c. 注 意 在 (13.8) 一 (13. 10) 式 中 ,独立 变数 只 有 之 ,yz 
人 
微分 方程 (13.9) 与 (13. 8) 是 极 相 似 的 . 因 v 是 一 个 常数 , 它 
们 右 方 只 差 一 个 常数 倍 . 因此 可 以 想像 4,pg 也 只 差 一 个 常数 倍 . 
先 讨论 (13. 9) 式 . 
必须 指出 ,8>1 的 (13. 9) 却 的 性 质 同 8 过 1 的 (13. 9) 式 的 性 
质 是 极 不 相同 的 . 当 8>1 时 , (13.9) 式 成 为 双 曲 线 型 的 微分 方 
程 ,性 质 与 波 方程 类 似 ;而 当 B 过 1 时 ,(13.9) 式 依然 是 椭圆 型 的 
微分 方程 ,与 
V2p 一 一 4rp (13. 11) 
极 相 似 . 事实 上 在 这 个 情形 下 ,我 们 只 消 用 一 个 变数 的 变换 , 即 可 
以 将 (13.9) 变 成 (13.11) 式 . 我们 在 此 只 讨论 Bp 二 1 的 情形 . 8 二 1 
的 情形 与 以 下 所 讨论 的 切 连 科 夫 (Heperxo8) 效 应 (§ 67) 很 类 似 ， 
在 此 不 拟 讨论 . 
引入 变数 
(一 B2)-z, Ye (L331L20 
后 183.00 便 碟 入 
V 9=— 4np; (13. 13) 
式 中 V 代表 算 子 


+ Ss 


(13. 13) 中 的 i ) » go ee 它们 如 何 为 
天 ee 的 函数 ,用 A 
p= folx',y ,2'), p= f(x ,Ys ). 
当 9 在 无 穷 二 处 为 零 (或 趋 近 于 符 较 rx 的 茶 次 方 为 快 ) ,得 
/ / /Ne Js 1 / / 

al 人 y= | Rs 1 a dy dé 
9 或 4 或 其 他 物理 量 在 无 穷 还 为 专 或 趋 近 于 零 的 边界 条 件 , 将 称 
为 “ 目 然 边界 条 件 ”, 在 此 后 有 时 将 不 明显 地 写 出 . 由 (13.12) 及 上 
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Te 
PE,ys2)= fst(1— PB)-2,y,z) 
由 7 9 sb dE dy dg 
(0 
以 代替 名 (1 一 B)? ,7 代替 ,t 代 和 检 ,而 同时 注意 
PE 


便 获 得 
(E,7;5)dEd7d 
DR NZ) i 
I — 6 二 (一 PL(y— 7 二 (zC— £)2]}2 
CIS ld 
同样 地 ,可 以 获得 


4C%sys0) = —— eo /odedrdt 
{ET OPOLGy DT 2 C2 

CID 1 
不 难 证 明 (13. 10) 是 已 经 满足 的 . 事实 上 ,Y .4 同 (v/c) (39/92) 
TT 
| ee DB dédydt. 

{( 公 一 和 )2 十 (1 一 亩 )[G Cm’ (2 — 0)? 

为 全 完 450 测 于 20 时候 分 起 更 和 人 们 必 有 全 人 代 癌 
(13. 14),(13.15) 中 的 6. 当 我 们 令 5 为 一 vt 时 ,pC(& ,w,5) 即 成 为 
GE B52 因此 


2 


] 》 


{(z 一 6 十 (1 一 2)[(y 一 7)2 十 (z 一 82 |) 
(F316) 


A(x,yszt) = A(t,y,2) = -六 


由 以 上 两 式 ,也 可 以 证 明 (13. 5) 是 已 经 满足 的 . 证 明 这 一 点 时 我 们 
需 用 到 
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op _ 
Vv se 


到 个 式 于 三 比 戎 是 
op | 9 _ 
ee = 
亦 即 是 (6. 2) 式 . 
9 
— 于 = 一 (VU V )0D， 
得 
9 9 
= 一 YO 一 th V9 
一 一 V9 十 二 人 VD, 人 
了 1 
有 A = [了 中 = 一 二 wx V 9 
一 XE 
Cc 
在 我 们 的 讨论 中 , v 沿 z 轴 ,因此 
-和 2 0 
J > ss Es 本 Oy ’ Ls es Dz' 


讨论 a H ;或 讨论 当 电 子 为 一 点 时 在 电 
于 外 的 A,g,E,H. 在 这 两 个 情形 下 ,用 了 电子 中 心 的 运动 方程 
(13. 1) 后 ,得 


2 一 ef{( 委 十 (1 一 诬 )(y 十 2z))} 2 
4 一 e 二 ( 逢 十 (1 一 2)(Cy 十 对 )}- 序 . 


OS 


令 代表 
[py (13. 18) 
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—~\ 
4 


G 
G 
Q 


0 一 a A TT, Cl3s 19) 


k Ck 


RN CS LO Lo 1 
a 0 


ev (1 — 0) ev (1 — Pb’) 
H., = 0， H,=— eH, HLH 


C13 0 20) 
这 说 明了 当 v/c 取 小 值 时 ， 


Hs [全 jx 二 十 00p0， 
式 中 r 代表 自 电 子 中 心 至 场 点 的 矢量 . 以 上 证 实 了 6 中 的 结 


利用 (13. 19),(13. 20) 我 们 可 以 计算 一 个 静止 电子 与 一 个 以 均匀 速度 运 
动 的 电子 的 相互 作用 能 ,也 可 以 很 容易 地 计算 一 个 以 速度 vv 运动 的 电子 与 一 
个 以 速度 一 v 运动 的 电子 的 相互 作用 能 . 先 计 算 第 一 个 相互 作用 能 . 令 第 一 
个 电子 的 速度 为 零 . 
eb < E‘2dV 


1 24 


。 (2) 
¢ ot EdV 


— [0 


= ee EdV |# Yomav 
ee'2) 
人 


Cie 2 
因 旭 =0, 赤 |HW* HWdy 一 0, 因 此 相互 作用 能 为 eVe*/rz, 与 两 个 不 运 
动 的 电子 的 相互 作用 能 一 样 

这 说 明了 两 个 以 均匀 速度 运动 的 电子 的 相互 作用 能 不 能 含有 只 包含 
5 或 只 包含 ge 的 一 项 . 因为 如 果 相互 作用 能 含有 一 项 Fo) ,那么 我 们 令 
% 包 一 0, 便 证 明了 不 论 v" 是 什么 ,fl 中) 等 于 零 , 亦 即 / 恒 等 于 零 
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现在 计算 两 个 以 相等 而 相反 的 速度 运动 着 的 电子 的 相互 作用 能 
es 。 E‘2dV Re | 已 V 2 A 二 2 \av 


A my = le 2 dy 
= 二 |4nowyedy + [ED [ooe + VAY JV 
Joerg eav 二 2 cy VO 
pe re 
= 让 |42 .vx HVdV 


(1) 
we ola l { 冬 p PU 要 上 }ay 


a 人 me le cl) (2) 
-== ee V)E?] .A dV 3 。 A‘2dV. 
因 v= 一 v3 ,得 


(ee FE |a® 人 Ha | 
4X 


= |eopedy + | (1) 。A‘2dV 


0 2 
Ey 11 | 2 2 2 2 si 
CoE CE = LD 2 
2 (1) ,(2) 
一 OO (13.22) 
¢ i (zi 十 (1 一 B2)[y + z1, 1}? 


这 是 一 个 很 有 趣 的 结果 ,因为 它 证 明了 当 w->c 时 ,相互 作用 能 趋 近 于 零 . 两 
个 如 此 的 电子 所 构成 系统 的 电磁 场 动量 显然 等 于 零 . 这 些 结果 将 在 相对 论 中 
被 用 来 讨论 两 个 电子 系统 的 动量 能量 能 否 成 为 一 个 矢量 ( 见 第 二 部 ). 


$ 14 一 个 电子 的 电磁 场 的 动量 ,能量 


让 我 们 讨论 一 个 以 任意 而 不 变 的 速度 运动 着 的 电子 所 产生 的 
电磁 场 的 总 动量 和 总 能 量 . 这 样 的 电子 所 产生 的 电场 磁场 的 一 般 
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公式 已 在 上 节 (13.16) ,(13.17) 中 求 出 .我 们 的 问题 只 在 给 电子 一 
个 具体 的 模型 , 即 确定 (13. 16),(13.17) 中 的 p, 由 此 计算 E,H 及 
动量 G, 能 量 U. 

有 两 个 通常 讨论 的 模型 . 一 个 称 为 阿 伯 拉 汉 姆 (Abraham ) 模 
型 , 它 假定 电子 在 任何 情形 下 是 一 个 有 球面 对 称 性 的 圆 球 , 圆 球 大 
小 不 随 运 动 改 变 ; 男 一 个 称 为 洛 伦 兹 (lorentz) 模 型 , 它 假定 电子 
在 运动 时 像 一 个 椭圆 球 . 具体 地 讲 ,在 洛 伦 效 模型 中 ,电子 是 一 个 
原来 有 球面 对 称 性 的 圆 球 、 在 速度 方 癌 受 了 一 个 均匀 的 收缩 而 成 
的 椭圆 球 ,收缩 率 为 (1 一 B*)z. 我 们 先 讨 论 第 二 个 模型 ,因为 它 带 
来 了 较 简 单 的 动量 能量 式 子 . 

取 电 子 中 心 为 原点 . 当 电 子 速 率 为 零 时 ,我 们 称 电子 中 各 点 的 
密度 为 po(x,y,z) ;po 假定 为 球面 对 称 的 , 亦 即 

po(Cryyyz) = f{(x? y+ 22)2). 
当 电 子 有 一 速率 v 沿 xz 轴 时 ,我 们 假定 电子 沿 z 轴 有 一 均匀 的 收 
缩 ,收缩 率 为 (1 一 8)z. 那 时 原来 为 (zx,y,z) 的 一 点 变 为 
(z M1 一 户 ,y;z) 点 (假定 原点 始终 在 电子 中 心 ). 原来 的 一 小 块 体 
积 AzAyAz 成 为 一 个 新 体积 ,新 体积 的 值 为 
AAA | 
原来 小 体积 的 电荷 为 coCz,y,z)AzAyAz, 新 的 小 体积 中 的 电荷 为 
p(x M1 — Pi,y,z)ArAyAz SA 


这 两 个 电荷 显然 应 该 是 相等 的 ,由 此 得 

po(Czyyz)ArAyAz = p(x(1 一 B)zyz)(1 一 B2)zAzAyAz， 
(14. 1) 

亦 即 


ET pB2)2 yz) es B2)-20oCZyy yz)， 
尔 即 
网 pB2)-20o(CZ(C1 一 B2) -2,y,2). C2 
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讨论 :一 0 时 的 电磁 场 的 总 动量 和 总 能 量 . 因为 v 是 始终 不 变 
的 ,这 即 是 任何 时 刻 的 总 动量 和 总 能 量 . 取 原 点 在 该 时 电子 的 中 
心 ,得 
攻 (E,7,5,0)d6d7dz 
p(X,Y 20) = 
I 
CI ee 
以 (14. 2) 代 入 ,得 
82)- 二 2 
a Dp 
{(z 一 6)2 十 (1 一 BDI)[TCy 一 772 十 (= 一 82])3 


ES 
另 一 方面 ,中 心 在 原点 的 静止 ( 即 未 收缩 的 ) 电 子 所 产生 的 9 为 
[RS 
{Cz 一 6 二 (y 一 7 二 (zzC— 0°)2 
CRIS 


将 (14.4), (14. 5) 比 较 , 即 获得 


PT YZs0) 二 (1 一 B’) -29, Cx(1 | B:)-3,y,z). (dd 0 
以 此 代入 (13.17), 即 可 求 出 E,H. 称 中 心 在 原点 的 厂 止 电子 所 产 
生 的 电场 为 (Ew,Ey,;Ew) ,我 们 的 E,H 可 以 写 为 


PO ee SS E(x(l = DB2)- 计 yz) ， 
BC 0 (0 0 Ce a 
0 


i 
ye 
Hy, 三 二 (v/O(l — Bp) ?Bo(RO BD ,ye), 
H; = (ou/c)(1 — BB) 2Ev(r(l — PB)-3,y,z). 
(14. 8) 


fA 
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a G= sdv = | x HD)dy, 


—~\ 
dd 


人 


G, = (五 2 十 2 re 


Eq 
4nc: (1 一 PP’) i 
以 过 代替 z(1 一 82)- 去 ,得 
ee 
4rc2(1 一 B2)2 
不 难 作 出 积分 .由 于 po 的 对 称 性 ,得 
8 


| Bay= | Edy = 本 | Bavy = as 到 Eidv) = SU 


3 
(Uo 代表 静止 电荷 的 电磁 场 的 总 能 量 ) ,因此 


< Oe 


Sa a v (1 一 Pp)-? 
问 术 SPNCI47) (C0148 
0 | | + H’qYy, 


| 
委 | 本 
| 


(Ll "| 


dV. 


8 
3 


Ql 和 9) 
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ef 


三 5 #1 Ne 


十 BP) 
BE 
-加 [1+ 全 ca 
pp) 
至 于 总 角 动 量 , 我 们 很 容易 证 明 电 磁场 对 于 某 固定 点 的 总 角 动 量 
即 是 总 动量 对 于 该 点 的 动量 符 , 亦 即 自 该 点 至 电子 中 心 的 矢量 有 
与 总 动量 G 的 矢量 积 
(14.9) 及 (14. 10) 的 结果 ,是 极 重 要 的 . 在 讨论 电子 的 运动 方 
程 时 ,我 们 将 详细 地 讨论 它们 的 意义 . 在 此 我 们 可 以 指出 ,它们 只 
对 均匀 运动 的 电子 有 效 . 当 电 子 有 一 个 极 小 极 小 的 加 速度 v 时 ， 


我 们 可 以 想像 
G= 和信 v0 B+ O05,)， a 
ee Br) I lp ee 
在 此 我 们 可 以 看 到 
J , 人 


与 寻常 力学 里 的 情形 不 同 . 在 牛顿 力学 中 Gmv，U 一 亡 mv?， 
此 (14.12) 中 的 等 号 是 成 立 的 ;在 相对 论 力 学 中 ( 见 本 书 第 二 部 )， 
mov 
一 
因此 (14. 12) 中 的 等 号 也 是 成 立 的 . (14. 12) 中 等 号 在 此 不 成 立 , 是 
值得 注意 的 一 件 事 . 在 讨论 电子 的 运动 方程 时 ,我 们 将 讨论 这 一 点 
的 意义 
严格 讲 来 ,这 个 模型 带 来 了 不 少 困难 . 由 于 收缩 现象 ,电子 的 
形状 在 v 变化 时 有 了 变化 ,这 必然 使 我 们 认为 在 某 些 情况 下 电子 


OU smc BD) 3, (ld 1 
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中 各 处 的 速度 一 定 不 一 样 . 因为 如 果 假 定 电子 中 各 部 分 速度 永远 
是 相同 的 ,电子 便 不 可 能 有 形变 , 便 不 可 能 收缩 . 既然 电子 中 各 部 
分 的 速度 不 一 样 ,那么 各 部 分 的 收缩 率 显然 应 该 只 依赖 它 目 己 的 
速度 而 不 依赖 于 其 他 部 分 的 速度 . 因此 ,可 想 而 知 ,电子 各 部 分 的 
收缩 必然 是 不 均匀 的 . 仔细 地 研究 便 有 些 类 似 弹 性 力学 的 研究 一 
样 . 

如 果 只 要 求 定性 地 讨论 这 样 的 收缩 ,我 们 的 工作 是 不 困难 的 . 

假定 原点 为 电子 中 心 , 称 (zxo,yo,z0o) 为 电子 中 某 部 分 在 收缩 
前 的 坐标 , 称 (zx,y,z) 为 此 部 分 在 时 刻 t 所 到 达 之 处 (zx,y,z 依然 
为 相对 于 电子 中 心 的 坐标 ). 为 简单 起 见 ,假定 电子 只 沿 z 轴 运 
动 , 使 y* 一 yz 一 zo. 问题 在 求 z 如 何 为 zo 及 守 的 函数 . 称 电 子 中 
心 的 速率 为 u(z), 则 这 部 分 的 速率 v 等 于 


w+ [可 Ce 
很 显然 地 ， 
Rs J s en . CT 
式 中 {(…} 代 表 dzo 段 的 收缩 率 . 这 个 式 子 会 同 
v(xost) = ee Ce 


便 在 理论 上 决定 了 两 个 函数 zx(《zo;?) 及 v(xzost). 将 (14.15) 两 方 对 
上 作 偏 微分 ,再 在 双方 加 以 ,利用 (14.16) ,得 
0 二 | sO 
0 (1 — /2 
在 此 式 两 方 对 ze 微分 , 便 得 
Es A GI 7) 
-0 区 
这 便 是 v(xzo;t) 所 适合 的 微分 方程 . 利用 它 及 (0 二 WG )S 便 可 
以 求 出 A 要 浴 ((: 5 ,然后 积分 , 便 可 以 求 出 a ). 
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这 样 的 理论 ,虽然 在 原则 上 没有 困难 ,但 显而易见 地 不 会 带 来 
很 简单 的 结果 . 我 们 宁愿 假定 电子 有 一 个 均匀 的 收缩 . 

依然 令 电子 中 心 为 原点 , 令 (zoyyoyzo) 为 电子 中 某 部 分 在 收 
缩 前 的 坐标 , (zx,y,z) 为 此 部 分 在 t 时 刻 所 到 达 之 处 (zx,y,z 依然 
为 相对 于 电子 中 心 的 坐标 ). 依然 假定 电子 沿 x 轴 运 动 ,依然 称 电 
子 中 心 的 速率 为 u. (zo,yo,z0o) 部 分 在 t 时 的 速率 为 


+ [ 副 [a(1 一 委 ) 


= UO— zou(du/di)c ‘(1 一 B2)3 (BS 
以 zz 代表 du/dt ,得 
2 一 Xou uc (1 一 B2) -2 =u— xuuc (lO— PB)-. 
CSS 
这 说 明了 如 条 电子 中 心 有 加 速率 ,电子 各 部 分 的 速率 不 相等 ,不 相 
等 的 程度 与 电子 半径 乘 上 电子 中 心 加 速率 再 乘 上 c “后 所 获得 的 
乘积 同 级 大 小 . 
如 果 用 阿 伯 拉 汉 姆 的 模型 一 一 即 不 论 电 子 速度 是 多 少 , 始 终 
假定 电子 为 一 个 大 小 不 变 的 .有 球面 对 称 性 的 圆 球 一 一 我 们 算出 
6 Lot ete 


vy CO—vV 


2 十 O(v,v), 
(14. 19) 
G, = G, 二 0， 


We U,| Slog te TO 
1 
0 一 计 |EidV. 


此 闻 的 动量 和 能 量 都 比 (14. 11) 中 的 值 小 . 当 w 增加 时 , (14. 19)， 
(14. 20) 与 (14.11) 的 相差 逐渐 增 大 ; 当 ww 一 c 时 , (14.11) 中 的 动 
量 、 能 量 比 (14.19)、(14. 20) 中 的 值 大 出 很 多 ,理由 是 : 在 洛 伦 效 
的 模型 中 ,在 v->c 时 ,电荷 迅速 地 集中 ,使 动量 .能 量 大 大 地 增加 . 
可 以 验证 (14. 19), (14.20) 式 中 的 G,U 适合 取 等 号 的 
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(14. 12) 式 . 事实 上 ,dU/dt 同 v。d G/dt 都 等 于 


el WR oe 
a . 


所 以 有 此 情形 ,将 来 有 所 解释 . 在 讨论 到 电子 的 运动 方程 时 ,我 们 
将 指出 这 个 模型 不 如 洛 伦 兹 模型 . 


Cc 
=| 
0 2 Og 


$315 基 尔 窜 夫 公式 .超前 势 , 推 壕 势 


现在 讨论 波 方程 
oO? 局 O? vi 了 2 
Ez a a 2 | fr,y,2) =——hng (ry,2t) GlhD 


的 解 , 为 的 是 应 用 到 (7.10),(7.11). 人 所 共 知 ,对 于 微分 方程 
E + se Ze iP(R YY), 


如 末 已 知 f 在 一 封闭 面 $ 上 的 值 , 义 知 f 在 面 上 沿 法 线 方向 的 方 
癌 微分 的 值 ,那么 f 在 面 所 包含 的 体积 中 任意 一 点 了 的 值 也 就 可 
以 用 下 式 表 出 ， 

fe= | Ravet 二 | 认 n :Vef fn Ve 去)dse, 


全 
式 中 (7,5) 代 表 源 点 ( 即 dV ,dS 上 的 点 ),R 代表 自 源 点 至 书 点 
的 距离 ,n 代表 SS 面 上 向 外 的 法 线 方 回 . (15. 1) 的 解 也 有 一 个 与 此 
相似 的 公式 , 称 为 基 尔 霍 夫 公式 . 

人 作 二 人 人 作 司 是 的 三 要 是 阳光 二 为 全 
dVe,dSe,Ve 改写 为 dV' ,dS',V 等 等 . 同时 我 们 将 f(x',y ,z',t)， 
gsy zi) 等 (或 zz)ygGzy ,z' )) 人 简写 为 广 ,g' ;将 
Fa oe RE pC oy sd 
样 , 基 尔 霍 夫 公 式 可 以 写 为 
fezsysz)=| 绪 dv'+ 去 |( 记 (V 一 天 fads 

Css 


去 | 


第 三 章 ”电子 的 放射 103 


让 我 们 在 这 里 说 明 如 何 自 (15.1) 求 得 上 面 的 解 ,因为 此 处 所 拟 说 
明 的 求解 方法 ,在 理论 物理 中 常常 遇 到 ,可 以 用 来 解决 类 似 的 微分 
方程 . 

将 Frz,y,z't 写 为 


fl Ys (x,y,2)e*dk, (15:4) 
(27)2 


我 们 便 获 得 了 
faery = 


_ flriysz, t)e *dr. (15,5) 
27)3 


这 便 是 健 里 叶 积 分 的 理论 的 结果 局 . 
将 (15.5) 中 的 fi 代入 (15.4) 式 ,得 


TR | e*dg| f(xyy,z,t )e dt', 
因此 


中 由 于 (15.4),(15.5) 的 重要 性 ,我 们 在 此 补充 一 个 简单 的 证 明 . 假定 f(z) 为 一 
个 有 周期 性 的 函数 ,周期 为 r, 那 么 ,依照 傅 里 叶 级 数理 论 ,得 
> (15. 6) 


其 中 
k= 2rxz/r，7 一 0, 土 1, 士 2,… 


T/2 
fi= a f(t)e—wdr. (15. 7) 
T J 一 r/2 


现在 令 t 成 为 一 个 极 大 的 数 .在 (&,k 十 Ak) 中 的 不 同 的 nn 共有 (rt/27x)Ak 个 (因为 k= 
2xn/T,Ak 二 2xAn/7). 因此 (15.6) 可 以 写 为 


f() = DA or fhew, 
式 中 的 》) 符 号 系 对 所 有 的 Ak 取 和 . 因此 上 式 可 以 写 为 
A ja fhew. 
令 所 为 (zf)/(27x)12, 上 式 成 为 


Ft = | fieindk, 


i 
(27) 1/2 
亦 即 (15. 4) ,而 (15.7) 成 为 

fi = C27) pp /De "dz. 


当 为 无 穷 大 时 ,上 式 即 是 我 们 所 欲 证 明 的 (15 3) 
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Ej 


CT 


同样 ,将 (15. 4) 中 的 了 代入 (15. 5) 式 ,得 
fi: Cr ;9 ,之 ) 一 > 师 。 (并 > ,Z)erd/ 9 


edk=6(—t).0 CA 


因此 
el 
2 
上 式 同 (15. 8) 是 一 回 事 , 它 在 量子 力学 中 有 极 大 的 用 处 . 
将 g(x,y,z,t) 也 展 为 


| eik-Didt = $k — 1). Ge 


g (X,Yy,2,t) = a (i 10) 
(27)2 


将 (15.4),(15. 10) 的 右 方 代入 (15. 1) ,在 所 得 的 式 子 双 方 都 乘 以 
e ,对 上 积分 ( 自 一 co 至 十 ce) ,再 利用 (15. 9) 式 , 便 获 得 了 


2 
广 王 一 47ng. Ss LL) 


V: 广 十 [去 
这 个 式 子 只 会 三 个 变数 zsy,z 比 以 前 简章. 现在 让 我 们 求 它 的 
解 . 
将 (15.11) 中 的 /7 换 为 ,以 x',y',z' 代 蔡 x,y,z, 得 


12 2 
(v 十 [二 | | Pay) 二 


人 2 


@ 较 严 格 地 讲 ,(15. 8) 应 写 为 
N oo 
Ce lim | ewdk| OR te dy 
N—o00J 一 人 一 co 

或 

9 1 上 i—t 

f(x,y,z,t) = lm| zz ,有 dE: 
依照 8$ 2 中 的 讨论 ,我 们 获得 了 上 式 后 ,即将 
N 
ji eik(—t) dk 


N->00y 一 


写 为 6(z 一 z). 这 样 写 下 的 式 子 正 是 (15. 9). 
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讨论 下 面 的 格林 定理 ， z 
| Vy V $dV’ 
a | .9 a li 


式 中 8 和 y 代 表 $Cr yz) 和 yy(x',y，,z); 而 积分 点 为 
(x',y ;Zz'). 令 S' 包 含 两 部 分 ,一 为 以 基点 (x,y,z) 为 中 心 的 一 个 
小 圆 球面 56, 球 的 半径 为 一 小 数 s, 另 一 部 分 为 某 一 个 面 $51, 它 所 
包含 的 体积 包含 了 这 个 小 圆 球面 Se 及 (zy,z) 点 .那么 (15. 13) 左 
方 积分 区 域 便 是 为 So 及 Si 所 包围 的 体积 . 只 消光 ,多 在 这 个 体积 
中 有 二 次 的 偏 微 分 (而 这 些 偏 微 分 是 连续 的 ) ,那么 不 论 少 ,多 是 什 
入,(15. 13) 是 成 立 的 . 令 办 为 fi(x YZ 有 为 欣 (X yy 2 ) ;而 
后 者 的 定义 为 

到 (15. 14) 
其 中 

R=[(z— zx) (yO— y) (2 — 2z)’]?, 
生计 一 方面 生体 积 栋 渍 的 区 域内 ， 
[V+ 和 反 = 训 有 Rep 二 [2 用 =0， 

而 济 一 欢 呵 3 

hi(V fi) .dS' = O(e), 


) 7 宝林 2 De 1k R Rk | 
,A 2 ,we We) | 二 时 到 一 名] .ds 
= 4nfi(x,y,z) 十 OO(Ce) (15. 15) 


(上 式 中 R 代表 自 (x,y,z) 至 (x',y',z') 的 矢量 ,而 在 $S。 上 ,dS' 的 
方 品 自 圆 球 走 癌 圆 球 内 ,与 恰好 相反 ), 得 
dn VS 由 (As A 0 


十 人 ya Dd De 
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= ' 0 


+ |arg 


十 O(ée). 


令 E>0 ,得 


—ikR/c 
J | 一 dV' 十 | (hi Vfi— fi Vh) dSs'. 


(15. 16) 
注意 上 式 右 方 的 体积 积分 区 域 ,可 以 改 为 5S; 内 全 部 体积 ,因为 这 
样 的 改动 不 改变 积分 的 值 . 


以 求 得 的 fi 代入 (15.4), 得 


(re Go 
站 2 
—ikR/c 
(|| Re*dtdv, 
4 | (hs Vf — foVh,) «ew*dkdSs’). 
用 
| yy ,之 ! J Edi! ， 
(27)2 
| 了 ,Z! ,2! )e—i* dz’, ] | A sy ,zl ,好 Je 一 省 dz 
(27)2 27)2 
代替 六 ,gs，V fi, 便 获 得 


fx,y,z,t) sae ,Y! ,Z/ SE Ye RdkdV' dt 


i 上 a -| Vv' fcr ny 
jen a | 1 


x ik tikt—ikR/c pdS! dr! 


Cl L170 
利用 (15. 8) ,作出 上 式 右 方 第 一 项 对 & 的 积分 ,得 
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/ / / / 加 Sn 一 全 1/ i 
sc 2 ,1) Tol t dr'dV 


> |ls X,Yy ,2 一 | [Rlav 一 [Be 


在 
利用 (15. 8) 及 


us Wk ik(t—t ) NY ES 
| 3 (15. 18) 


作出 第 二 项 对 不 的 积分 ,得 
] ] ER ne 
(雪人 TO 


4 Si 


9 
ot 


RR 
cR: 


7 .dS'. 


A eh 全 | 驴 | a 


G 


als 


fg | Sd | 


二 (15. 19) 
右 方 亦 可 写 为 
/ 可 交 区 上 人 人 
| Hn —v| 
以 上 便 是 基 尔 霍 夫 公式 的 证 明 ( 一 个 简单 的 证 明 见 Cwnptos 著 《 高 
等 数学 教程 ) 第 二 卷 § 202). 
基 尔 霍 夫 公式 有 许多 证 明 的 方法 ,我们 不 拟 一 一 列举 .但 在 下 
面 (§ 18) 我 们 将 利用 6 函数 ,直接 援 用 格林 公式 , 求 出 基 尔 霍 夫 公 
a 
基 尔 霍 夫 公式 可 以 用 来 讨论 物理 光学 中 的 菲 音 耳 (Fresnel) 
衍射 , 夫 琅 禾 费 (Fraunhofer) 衍 射出 例如 讨论 一 金属 片 的 狭 缝 的 


.as 


@ 参阅 几 .1 Jlannay 与 E.M. Ju:《 经 典 场 论 》, 第 七 章 . 
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入 射 时 ,我 们 假定 在 狭 缝 所 构成 的 面 上 ,光波 的 电 人 磁场 强度 是 已 知 
的 ;在 金属 片面 上 其 他 处 ,电磁 场 强 度 等 于 零 .金属 片 及 狭 缝 所 构 
成 面 即 是 我 们 此 处 的 $1. 由 此 面 上 的 f,V j 等 可 以 求 出 面 后 一 点 
(z,y,;z) 上 的 f(g 假定 为 零 ). 这 样 的 理论 当然 是 粗糙 的 ,因为 对 
于 这 面 上 的 f 及 V 了 f 等 的 值 的 假定 ,可 能 是 错误 的 . 这 些 问题 的 讨 


论 在 本 书 范围 以 外 . 
对 于 我 们 来 说 ,所 需要 讨论 的 是 下 面 三 式 
SE 
We Pv, C15.20) 
2 
双关 一 Ea 一 一 4np, (52 人 
a (15. 22) 
co 
的 共同 解 .应 用 基 尔 霍 夫 公式 至 (15. 20),(15. 21) , 令 $1 在 无 穷 远 
处 ,而 又 假定 “自然 边界 条 件 ”, 得 
A es (15. 23) 
CTY = le (bs 2 
不 难 证 明 上 式 右 方 满足 (15. 22) 式 .事实 上 
a Po) / Ue 2 1 0) 
y | dt ee RW 
1 ] 1 x 1 [a 
= 二 [[{[v 下 (ev)'*+ 夫 VLCpv)'*] 
eb OPE Nt 
者 要 ot jar'| 
2 cen ee 0 | 一 直立 
= Vr 0 和 ot Re 


© 注意 V 可 以 放 入 积分 符号 内 ,因为 |V 。 (or 


收敛 性 是 一 致 的 . 
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民间 
-说 


(VE ov) "+ Le. 提 ， 
| 


(We 
所 以 上 式 成 为 
二 人 一 V (pv)'”* 一 去 V lB [Cp vy * Jhav’ 


C 


-Hv er 


[全 

A 网 此 下 52 人 有 珊 庆 用 是 
(15. 20) 一 (15. 22) 的 共同 解 . 

(15. 24) 的 物理 意义 是 极 显 然 的 . 它 说 出 9 在 (zx,y,z) 点 在 1 
时 刻 的 值 乃 是 在 不 同 地 点 (x',y ,z') 的 p'dV'/R 的 总 和 ,但 这 个 
Pp' 力 是 在 早 一 段 时 间 的 p' ,在 另 一 个 时 刻 的 p'. 这 个 时 刻 与 t 的 相 
差 乃 是 R/c,R={(z 一 2 )? 十 (y 一 y)? 十 (z 一 z)?}z. 与 静电 学 的 
不 同 处 即 在 这 一 点 ;在 静电 学 中 2 是 各 处 的 odV'/R 的 和 ,而 
pdV'/R 中 的 是 同一 时 刻 的 C ,而 这 里 wo 是 早 一 段 时 间 的 ,所 
时 的 一 段 时 间 正 是 以 速度 c 目 (z',y ,z') 走 至 (zy,z) 所 需 的 时 
间 . 所 以 在 xz,y,z 点 在 上 时 刻 的 28 可 以 认为 是 各 处 的 以 在 革 些 时 
刻 以 速度 c 传播 出 来 ,使 得 在 上 时 刻 到 达 (zyy;*z) 点 的 某 种 影响 的 
总 和 . 因此 ,如 此 的 YZ 称 为 “推迟 势 2(sarnasmrprBaiomai norenuau) .加 
样 地 (15. 23) 中 的 4 称 为 推迟 矢量 势 . 
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值得 指出 ,如 果 将 (15. 14) 中 的 hi 换 为 
GE ) /R 9 


(15.14) 以 下 的 计算 一 样 的 有 效 , 但 十 i 换 为 一 i, 结 果 为 


ACPAVY 7 ) z|{ VCR 9 3 Re RN, 


p(Xy yt) 三 | {ec "RV Rd (15525) 


这 样 的 9, 在 xz,y,z 点 在 时 刻 上 的 值 , 是 由 另外 处 的 po 在 述 一 些 时 
间 的 值 所 决定 . 这 个 解 没 有 很 多 用 途 , 因 为 我 们 通常 所 考虑 的 ,用 
是 2 等 如 何 传播 它 的 影响 ,而 任何 一 点 的 o 的 影响 要 传播 至 另 一 
点 ,需要 ( 正 的 ) 时 间 , 因 此 只 能 影响 另外 点 上 较 返 时 刻 的 gr, 而 不 
能 影响 另外 点 上 较 早 时 刻 的 9. 由 于 这 个 理由 ,我 们 一 方面 认为 
(15. 25) 中 的 解 是 正确 的 ,但 男 一 方面 觉得 它 没有 很 多 物理 上 的 应 
用 9 因 而 不 去 讨 论 它 通 常 称 为 “ 超 前 势 ”(orlepeAkaioUUH 让 
HOTeHHHaur) 山 , 在 以 后 的 理论 中 (第 三 部 ) 9 它 依然 是 有 用 途 的 . 

最 后 必须 指出 , (15. 21) 有 无 穷 多 的 解 . 只 有 在 边界 条 件 起 始 
条 件 都 决定 后 , 解 才 成 为 惟一 的 . 如 果 不 引 入 边界 条 件 , 起 始 条 件 ， 
2 


| 严 一 证 名 jp 一 0 (15. 26) 


的 任何 解 也 是 (15. 21) 的 解 . 作为 (15. 26) 的 解 的 例 , 我 们 指出 像 下 
式 中 的 平面 波 
P= Poexp{ 人 CEIZI 十 Roxz 十 RsZas 十 Roct)}, (15.27) 
ko 一 (AI 十 kz 十 3)2 
即 是 (15. 26) 的 一 个 解 , 它 们 的 线性 组 合 也 是 (15. 26) 的 解 . 事实 上 
将 (15. 24) 的 右 方 加 上 (15. 27) 的 一 个 适当 的 线性 组 合 , 可 以 获得 


@ 附带 指出 ,我 们 也 可 以 引入 一 个 超前 势 , 与 (15. 3) 右 方 的 推 返 势 相 似 . 这 两 个 
势 f(x,y,z,t) 的 值 完全 相等 ,如 果 面 积分 中 的 了 的 值 适 合 (15. 1) ;参阅 束 星 北 《 中 国 
物理 学 报 》,7(1950)489. 
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(15. 25) 的 右 方 . 
我 们 这 里 的 讨论 的 缺点 是 : 我 们 没有 将 (15. 24) 或 (15.25) 的 
右 方 直 接 代 入 (15.21) 的 左 方 而 证 明 它 等 于 一 4rpo. 这 才 是 
(15. 24) 为 解 的 真正 证 明 . 这 样 的 证 明 见 Ta 电学 原理 》 95 ,在 
此 不 拟 重复 .《 电 学 原理 ) 中 的 证 明 是 值得 重视 的 ,因为 通常 书 上 的 
证 明 (例如 Abraham 的 《电磁 学 》), 比 这 个 不 严格 . 当 我 们 援 用 
(15. 3) 右 方 作 解 时 ,我 们 必须 证 明 (15. 3) 右 方 第 二 项 满足 齐 次 的 
波动 方程 (15. 26) ,再 必须 证 明 当 f(x,y,z) 中 的 (zx,y,z) 趋 近 于 
面 S$, 时 ,(15. 3) 右 方 趋 近 于 (15. 3) 右 方 第 二 项 中 所 用 的 和 了 的 已 知 
值 . 前 一 项 工作 是 极 易 做 的 ,因为 
EO A 


SD 
0 


而 (V: 一 c7262/32) 作 用 于 (15. 3) 中 第 二 项 上 时 ,我 们 获得 
1 2 1 Oo 2 0 / 
el | 

/ / 2 a or 3 1 x 

DS -vv ee | | 
在 上 式 中 ,被 V 一 c (831/62) 所 作用 的 项 均 属 于 R-'X(R 一 ct) 的 
类 型 ,因此 上 式 等 于 零 . 第 二 项 工作 是 不 易 做 的 ,在 此 不 拟 讨 论 . 为 
解决 这 一 点 起 见 , 必 须 在 (15. 2) 上 作 相 应 的 讨论 ,而 这 个 讨论 需要 
电 偶 层 及 面 电 荷 的 电势 的 详细 人 研究 及 相当 多 的 “位 势 理论 ”的 知 
识 . 这 些 讨论 超出 本 书 范 围 . 

还 有 一 点 ,也 是 在 此 蕊 忽 的 . 即 我 们 应 该 研究 当 Si 不 在 无 穷 
远 使 (15. 23) ,(15. 24) 含 有 面积 分 时 ,(15.22) 是 否 也 满足 . 这 个 工 
作 是 不 难 的 ,但 十 分 匈 长 ;同时 含有 面积 分 的 (15. 23), (15. 24) 不 
是 我 们 所 发 生 兴 趣 的 问题 . 因此 这 个 讨论 在 此 精简 . 
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$16 ”一 个 任意 运动 着 的 电子 的 电 做 场 , 推 壕 时 刻 


现在 我 们 计算 一 个 任意 运动 着 的 电子 所 产生 的 电磁 场 . 在 计 
算 中 我 们 或 者 令 电子 为 一 个 几何 点 而 计算 在 电子 外 的 电磁 场 ,或 
着 令 电子 有 一 个 大 小 而 计算 离 电 子 极 挝 ( 离 电子 中 心 的 距离 比 电 
子 大 小 大 出 很 多 ) 处 的 电磁 场 .这 两 种 情形 下 的 计算 是 一 样 的 . 

我 们 的 计算 及 讨论 分 以 下 几 部 分 . (1) 4 同 的 计算 ;(2) E 
同 4 的 计算 ;(3) 与 313 届 的 结果 的 比较 ;(4) E 同 五 的 讨论 . 


(1) 4 同 9 的 计算 


讨论 在 一 固定 点 P(x,y,z) 在 一 固定 时 刻 t 的 9. 求 这 个 gp 便 
是 计算 
joc ,Ys st — R/c)dV'/R, 
R= {(z— rx) 二 + (yo yt (zo 2 )). 
为 简单 起 见 , 令 电子 为 一 个 圆 球 , 半 径 为 a, 球 中 电 蓓 密度 是 均匀 
的 ,为 po. 先 将 坐标 (zx',y ,z') 换 成 以 (xz,y,z) 为 原点 的 球面 坐标 
(R,0 ,9'); 如 此 (16.1) 成 为 
JocR,0 Dt R/OR: sm Gdldo dR/R. (16.9) 


在 图 16 中 我 们 画 出 一 个 以 (zx,y,z) 为 中 心 ,Ri 为 半径 的 圆 球 
91. 如 有 果 在 t 一 Ri/c 时 刻 电子 不 同 这 个 圆 球 相交 ,那么 这 样 的 R 上 
的 十 CRI0! 0 证 一 RVC 于 亦 即 窑 驯 手 积 办 16529 洲 有 曾 峡 : 
不 论 在 1 一 Ri/c 时 刻 电子 是 否 同 这 个 圆 球 相 交 ,我 们 将 该 时 刻 的 
电子 画 出 来 . 作 一 直线 通过 (zx,y,z) 点 及 电子 中 心 ,与 Si 相交 于 
Bi. 称 该 时 电子 中 心 所 在 处 为 A1, 称 A1B1 的 长 为 .由 以 上 的 作 
画 方法 , 知 有 一 个 Rj; 即 有 二 个 如 写 之 相当 .如果 石 在 (as 填 a) 
之 间 , 那 么 圆 球 Si 与 电子 相交 (这 便 是 图 中 所 画 出 的 情形 ), 反 之 


(16. 1) 
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便 不 相交 . 我 们 现在 设法 将 积分 中 变数 R 改换 为 /. 


讨论 Ri 十 ARi 的 圆 球 $: 求 出 相应 的 A;, Bi. 4; 为 电子 中 心 


在 t 一 (Ri 十 AR1)/c 时 刻 的 位 置 ,因此 矢量 414; 等 于 (ARi/c) x 
(一 v ). 令 PA,B; 交 圆 球 Si 于 EE 点 . 作 4D 线 垂直 于 PA,B; 线 . 
当 AR; 趋 近 于 零 时 ,4 ,A; 几乎 相 闪 ,因此 PA1B 与 PA:B; 几乎 
平行 . 现在 
A= A = DB = DA 
~ DE + EB, — DA, = AiB' + EB, — DA, 


一 /十 AR 十 CAR/c)( * Ri)/R, (1653) 
式 中 Ri 代表 自 PP 至 hi 的 矢量 . 因此 
A Cl a 
将 下 注 “1? 取 去 ,将 A 换 为 d, 得 
di = dR{l 二 + (v .， R)/cR). (16. 5) 


必须 注意 ,上 式 中 的 vv 乃 是 电子 在 1 一 R/c 时 刻 的 速度 , 乃 是 R 的 
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当 一 a<1<a 时 , 圆 球 S; 同 与 它 相 应 的 电子 位 名 相交 于 一 个 
截面 . 这 个 截面 是 R 的 函数 ,因此 也 是 /的 函数 ,可 以 写 为 dfi. 因 
此 (16.2) 成 为 

| eaxa | 


式 中 podfi 乃 是 oR sin 0d0dy 对 0,9 的 积分 结果 . 如 果 电 子 半径 a 
是 极 小 的 话 , 而 电子 中 心 的 坐标 (6,7,6) 已 知 为 


一 】 
于 -| Re C16. 6) 


$= 7 = 7(1),， = 6(1), (i 全 
那么 (16. 6) 对 万 ,: 积分 的 结果 成 为 
一 1 
R 十 一 (o .有 ) 0 


式 中 的 RR 值 由 “半径 为 R 的 圆 球 S 与 在 时 刻 1 一 R/c 的 电子 相交 ” 
而 决定 , 亦 即 是 说 ,R 满足 
[€G—R/c)—z 二 L7G—R/O)—y + —R/c)—z J]= 
(16. 9) 
而 wv 力 是 电子 在 以 这 个 R 代 入 1 一 R/c 后 所 获得 的 时 刻 的 速度 ， 
而 矢量 R 力 是 以 这 个 尺 代 入 的 
{(€(t — R/c) — rx, 7 — R/c) — y, Et — R/c) — z)}. 
更 清楚 地 说 , 称 满足 (16.9) 的 尺 为 R' , 称 t 一 R*/c 为 1* ,那么 , vw 
即 是 
Ce Md, dn Wade”, dG ) 1d)», 
可 以 简写 为 
CC qd) ™ Ap /UY Wd) ), (16.10) 
而 R 力 是 
{0 TT (165 11 
我 们 将 用 v* ,R* 分 别 代表 以 上 两 个 矢量 ,使 (16. 8) 成 为 


= 
TE CG 
个 
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注意 R* 为 1,zx,y,z 的 函数 ,为 (16.9) 所 决定 .1* 的 定义 为 
1 Rc, LE 
因此 也 为 1,x,y,z 的 函数 . (这 个 函数 ,显然 依赖 (16.7) 中 的 函数 
0Q),7(2),5(2) ,因此 R* ,t* 也 是 (2),7G) EQ) 的 泛 函 数 , ) 似 平 
我 们 在 理论 中 先决 定 了 R"* ,再 决定 1*. 其实:* 可 以 直接 自 (16.9) 
及 (16. 13) 求 得 . 自 (16.9) 及 (16.13) 中 消去 R* ,得 
攻 ry y= 
(16. 14) 
这 直接 决定 了 1* .但 这 个 式 子 不 能 保证 1* < 过 iz. 
更 好 的 法 子 是 令 R(x,y,z,t) 定 义 为 
人 
那么 (16. 14) 可 以 写 为 
[RCOz, yz ) J = eC Co 1 )2. 
如 果 将 此 换 为 
t—t* Eee CL6, 15) 


便 获 得 了 直接 决定 +* 而 保证 了 zt* < 过 t 的 式 子 .由 (16. 13),(16. 15) 
得 

R* = R(r,yz,t*) ={[E0*) — zx [7G*)— yl 

er (16. 16) 

t* 的 物理 意义 是 极 明 显 的 . 依照 (16. 15), 它 是 某 一 个 比 z 早 
的 时 刻 ; 比 z 早 得 适当 多 的 一 段 时 间 , 使 得 电子 在 t* 时刻 所 放射 的 
电磁 波 以 速率 < 传播 便 能 在 上 时刻 到 达 己 点 . 因此 z* 称 为 推迟 时 
刻 . 

同样 地 ,如 果 讨 论 超 前 势 ,我 们 获得 了 

pg 一 elR 一 一 RD) 


式 中 的 v*,R* 依然 是 (16.10), (16.11) ,但 此 处 的 (16. 10) 和 
(16. 11) 中 的 :* 适 合 
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7 Ne 


称 为 超前 时 刻 . 
以 上 是 g 的 计算 .4 的 计算 显然 是 极 相 似 的 . 如 果 只 讨论 推迟 
热 ,那么 


一 1] 
= ev'|R’ 十 二 (o 有) (16. 17) 


与 (16. 12) 只 相差 因子 (v*/e). 
(2) E,H 的 计算 


这 里 的 工作 便 是 将 (16. 12) ,(16. 17) 中 的 24 代入 
E=— Yo—c oA/d, H=VYX 6h, (16. 18) 
而 求 出 E,H, 先 将 R* 十 c-!1(v* ,R* ) 写 为 s* ,使 
A /es 
代入 (16. 18) ,得 


(10 L905 
= 光 = > V X 
在 微分 时 ,我 们 先 注 意 RR ,Vv” 等 如 何 为 5 9 YY ;2 的 函数 (水 
数 由 (16. 10),《16. 11),(16. 16) 决 定 ), 再 注意 z*' 如 何 为 1,zX,y,z 
的 函数 (函数 由 (16. 15) 决 定 ); 亦 即 先 注意 s* 如何 为 1* ,x,y,z 的 
函数 ,再 注意 1* 如 何 为 1,x,y,z 的 函数 因此 微分 时 得 
Os”* Os” Ot” Rv R: Rv MW 


a La 
式 中 ov 代表 do /dz. 同样 ,得 
V = a 


a i 上 式 可 写 为 
V 一 | 人 2 十 和 十 全 |] ve + (一 全 一 之 ). 


二 瑟瑟 二 于 的 关 逢 四 区 


同样 ,又 可 得 


62 


(01606223) 


由 上 可 见 欲 求 8 /61,yY s* ,9 v*/9t,V Xv 等 , 须 求 At* 及 9t* /ar. 
将 (16. 15) 式 两 方 对 上 微分 ,得 


[1 一 允 - =- 号- 区 一 | 人 2 2 
5 人 ear 
由 此 得 
2 
ot 1 十 (Rnmp/Rc)， 过 (16. 24) 
将 (16. 15) 两 方 对 (z,y,z) 作 偏 微分 ,得 
-eve 人 (全 ( 全 下 we 
由 此 得 
pe Rd 
Wy = 和 * (16.25) 


以 (16. 24), (16.25) 的 结果 代入 (16.20) 一 (16.23), 即 获得 了 
9s* /9t,，Vs* 等 . 以 这 些 值 代入 (16.19), 即 获得 了 EE,H. 最 后 结 
为 


eRv eR[| R v vv Rev|l:* 
| 
(16. 26 ) 
eRXv ,el[Rxv vv Re.ev|l* 
人 
GL 27) 


在 (16. 26),(16. 27) 两 式 中 ,R 乃 是 自 (x,y,z) 点 至 电子 的 矢量 ;在 
讨论 电子 所 放射 电磁 场 时 ,运用 此 R 极 不 方便 . 现 令 R 代表 自 电 
子 至 场 点 的 矢量 , 便 得 
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ECz,y,21)—(— E+ 人 || 1 后 + ) ， 
(16. 28) 
H(zsys20)—(— SE + ?| 1- 和气 + 人 EY 人 
(16. 29) 
s 成 为 
s=R— (wv. R)/c. (16. 30) 


在 此 必须 不 要 忘记 (16. 28) , (16. 29) 右 方 的 “x ?号 . 它 的 意义 是 花 
括号 中 的 R 是 R(x,y,z,t” ) soU 是 VU (1* ) ,等 等 ,而 t* 力 是 推迟 时 
刻 , 为 tT VY 的 函数 ,为 (16. 15) 所 决定 . 


(3) 比较 这 一 市 的 结果 同 》 13 中 的 结果 


yx eh A Th a EN C16 120 CL617) | 
(13.19) 中 的 两 个 相应 的 式 子 . 注意 (13.18) 中 的 这 ,y,z 乃 是 在 : 
时 刻 电 子 与 场 点 PP 的 距离 . 令 (zx,y,z) 为 场 点 了 的 坐标 , 令 &()， 
7(G);5G) 为 电子 中 心 在 时 刻 上 的 坐标 ,那么 (13. 18) 中 的 人 ,yz 应 
换 为 
人 (16. 31) 
可 以 用 之 ,S$, 来 代表 . 如 果 运 动 方 同 不 是 x 轴 而 是 一 般 的 情形 ， 
信 十 (1 一 户 )X (让 十 宫 ) 应 该 为 
(1 一 B)R’ 十 BR .vw )/v’, (16. 32) 
式 中 尺 是 (16. 31) 的 矢量 . 
(16. 12) 是 
p=e{(R*—v*.R’*/c}-! 
(注意 由 于 R* 改换 为 自 电 子 中 心 至 场 点 的 矢量 而 产生 的 符号 上 的 
改变 ). 不 难 证 明 : {R* 一 ov”。R*/c} ! 的 值 对 于 匀速 运动 的 电子 
即 是 (16. 32) 的 平方 根 . 证明 是 极 简单 的 . 首先 ,v* 即 是 不 变 的 速 
度 v ;其 次 ， 
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R* =R+ (R*/c)v. (16. 33) 
为 避免 不 必要 的 数学 上 的 麻烦 起 见 , 让 电子 沿 x 轴 运 动 ,将 R* 写 
C2 
R*— (vw. R*/c)= R*— Br* = {(R* — Pr) 
一 {R*? 十 Bzx*? | 2BR* zx* 1/2 
es Se 十 yy” 于 过 十 SE 4 2 
= ee) 
二 2 BR 十 ed 
= {(1 一 Py 于 zw 二 (BR" = 7 )) (16.34) 
但 依照 (16. 33)， 
Me = Vi LS sR 
因此 (16. 34) 的 右 方 成 为 
{人 ?十 (1 一 PB2) (3 十)}Y2， 
即 是 我 们 所 和 欲 证 明 的 . 
同样 地 我 们 可 以 证 明 对 于 匀速 运动 的 (16. 17) 式 与 (13. 19) 中 
第 二 式 是 相同 的 . 由 于 4, 的 相同 ,E,H 自然 是 相同 的 .我们 可 以 
四 接 由 (16. 28),(16. 29) 式 获得 (13. 20), 但 这 个 计算 过 于 元 长 而 
没有 很 多 意义 ,在 此 精简 . 
饶 有 兴趣 的 一 点 是 : 如 果 在 本 节 的 理论 中 我 们 用 超前 势 , 结 
果 与 3 13 的 结果 依然 完全 相同 . 依照 超前 势 的 讨论 ， 
p=e{R’* +v .RR*/c}-, 
R* = {xz— €(t*),y CO— 170*),z — C(t" )), 
而 zt* 满足 
t* —t= {zo é€G°)F+ [ym 7 P+ [zo— C0*) J} /ec. 
因此 
R*=R— (R*/c)v; 
因此 
及 十 (os :RR'/c)=R+ wv. R')/c = RB’ 
一 {(R* 十 DBz*)2)12 一 {R*? 十 Bir*? OR™ ze YW 
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(二 二 
0 
= 
王宫 
但 


人 
因此 (16. 35) 的 右 方 成 为 
{(1 一 BB2) (CY 十 部 ) 十 底 2)12， 

证 实 了 我 们 以 上 所 指出 的 话 . 

在 比较 推迟 势 同 超前 势 时 ,必须 记 住 R*,t* 对 于 这 两 个 情形 
是 不 同 的 ,而 之 ,?,2, 丸 是 一 样 的 . 

所 以 有 以 上 的 现象 ,可 以 这 样 理解 : 如 果 运 动 是 永恒 不 变 的 ， 
那么 就 放射 而 言 ( 见 $ 21) , 正 不 必 辩 清 时 间 的 方向 ,因此 推迟 势 与 
超前 势 是 可 能 相同 的 . 


(4) E,H 的 讨论 


自 (16. 28),(16. 29) 式 我 们 看 到 在 (z,y*z) 点 在 寺 时刻 的 电磁 
场 , 只 和 与 (x,y,z,t) 相 应 的 推 过 时 刻 t* 的 电子 速度 v 、 加 速度 vw 
及 上 自 该 时 电子 所 在 处 6@&" ) 全 (zyyyz) 太 的 天 量 R*" 有 关 ,; 而 同 电 
子 在 其 他 时 刻 的 行动 没有 关系 . 显然 地 ,E,H 可 以 分 别 地 分 为 两 
部 分 : 


E=E' EE", 
人 (16. 36 ) 
0 _ 人 tv 0 上 
2 (入 Cc ,| C 
(7 
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Te | 2) 
这 | Be 和 1 Re 人 
(16. 38 ) 
Hr (— eS SEE? 
ss 人 € 2 


E',H' 同 无关; E”,H' 与 v 成 正比 . 换 句 话说 , 当 我 们 令 性 一 0， 
E',H' 不 受 影 响 , 但 E”,H' 变 为 零 . 可 以 看 出 ， 如果 将 R*,s* 看 为 
同 级 量 , 则 EB,H' 与 (R* ) 习 同 级 ,但 Er,H' 与 (R*) ! 同 级 .因此 在 
离 电 子 近 处 , E,H 的 主要 项 是 E',H', 而 在 离 电 子 远 处 , E,H 的 
主要 项 是 E”,H”".， 严格 讲 来 ,应 说 当 R* 取 大 值 时 ,而 不 应 笼统 地 
说 “ 离 电 子 远 处 ”, 因 为 R* 取 大 值 不 一 定 意味 着 R 也 取 大 值 . 
E',H' 与 寻常 静电 学 中 的 E, 稳定 电流 所 产生 的 H 是 极 相 似 的 ; 
如 采 令 v* 取 小 值 ，E',H' 即 变 为 上 述 的 EE,H. E”,H" 的 性 质 与 
E',H' 绝 然 不 同 , 在 此 节 前 从 未 过 到 过 类 似 的 场 . 由 于 在 远 处 E”， 
H' 成 为 主要 项 的 事实 ,我 们 称 它们 为 辐射 场 . 
可 以 看 出 
eS. SR 
(16. 39) 
HY 
因此 本 ' 与 B' 惟 直 , 义 同 R* 惟 下 ,; 义 同 v’* 答 直 . 又 可 以 看 出 
H’= (R*/R*) XE’, 
| =— (R*/R*) X H’, (16. 40) 
IH"| = |E"|. 
这 说 明 E”,H" 的 绝对 值 相等 ,而 R* ,E”,H’ 互 相 垂 直 , 成 为 一 个 右 
手 系统 . 义 可 以 看 到 ,VXH' 不 等 于 零 . 当 wv* = Y*= 二 0 时 , 极 易 证 
明 
V x H’"= O(ev:/cR) 天 0. 
在 R* 取 大 值 处 ,能 量 密度 等 于 
1 Dh SR (16. 41) 
能 量 流 密度 7 为 
(GCT CE HD /OR /AR ED, (La 
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方 加 为 R* 9 cu.(E")? 的 值 为 
SR ea 2(v。 RE vy (Lo POR 0) 


3 CS” 5 
(16. 43) 
这 个 式 子 以 后 将 用 到 . 


3 17 用 同时 刻 的 电子 运动 状态 来 表 出 它 的 电磁 场 


在 这 一 节 中 ,我 们 用 在 t 时 刻 的 电子 运动 速度 w ,加 速度 "等 
来 表 出 在 t 时 刻 在 某 点 P(z,y,z) 的 电磁 场 . 因此 问题 在 平 求 出 上 
节 中 的 zt* 如 何 为 ,zx,y,z 的 函数 ,而 将 这 个 函数 代入 上 节 的 公 
式 . 我 们 首先 证 明 一 个 公式 , 称 为 拉 格 朋 日 (Lagrange) 公 式 . 这 公 
式 是 

如 果 记 为 上 及 某 一 个 数 w 的 函数 ,满足 下 式 

1 一 上 十 ajG”)， (17. 1) 
那么 当 姑 的 任何 函 J a=0 9 展开 时 ,我 们 获得 


G(t*)= GO) 十 af) 下 d 0) 4 A | 


> 从 祥 (为 关 k 9 上 … (17.2) 
如 采 Glz* ) 即 是 z”， 


上 一 上 十 ud) 十 二 


dz"-! 


[AT 十 


(17. 3) 
把 这 个 公式 应 用 到 我 们 的 情形 ,只 消 令 a= 一 1/c,f(t") 为 
R(zx,y,z,t” ). 
(17.2) 的 证 明 如 下 .讨论 鼠 对 :上 及 w 的 偏 微 商 . 将 (17.1) 对 
ia 分 别 地 作 仿 微分 ,得 


pe 十 … 十 一 


21 dt nl! 0 


ee 
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ot” df(*) 


2 J dz* = 
由 此 获得 
22 -EE 
ee (C17) 
由 此 可 以 证 明 
oO) TONG 
一 fC Di C7 
因为 
G0 ) dE or OU 
Oa oA Oa di J or 
区 AR) 
= Dy 
"0 OP 
= 号 | UeDjece | Ga7.6) 


ee 6) 对 某 一 个 n 有效 ,再 证 明 它 
对 nn 十 1 也 有 效 , 因 (17.6) 已 证 明 对 n= 二 1 有效 ( 见 17.5), 这 样 证 
明 就 完成 . 如 果 (17. 6) 对 n 有效, 那么 ， 


2 人 总 2 
56 一直 ac )| 


-ler 2] 

= 人 = 如 [Tre Te]|| 

= | 羡 流下 和 和 oo 0 )] SE 
(1 


利用 (17. 5) Us 


fC) af) 2, (17. 8) 
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将 第 二 项 写 为 


9 


Ee 3| A 
再 利用 (17. 5) ,将 它 改 为 


有 i C0") 
[| 三 7 J i (G17. 0 
(17.58)EC17 90DL 守 宫 为 
9 ,A DGC 
| 
以 此 代替 (17.7) 右 方 的 花 括 号 中 的 两 项 ,得 
OO"+1 
TG") = [LE Tn ss |， 
便 获 得 了 所 需 的 证 明 . 
现在 
py a [9G |G a 
0 Oa | Oa’ i 
C0) 
当 坟 ==0 时 ， 
O 4 8 0 ) 
这 | i mm i oe 


= 号 | [rc ) 了 aeo] Ca 


以 此 值 代 入 (17. 10) , 便 获 得 了 所 需 证 明 的 (17. 2). 
应 用 到 我 们 的 情形 时 ,我 们 令 


i Gm 
f(D SC le | a ee 
(17513) 
因此 f 函数 即 是 以 前 的 更 . 求 p 时 我 们 将 9 写 为 
2 Cl 


( 见 16. 24). 在 此 节 中 我 们 将 枣 上 的 “一 ”符号 拿 走 . 应 用 (17. 2) 


第 至 章 由 叫好 的 次 身 W255 


eS | 去 ] so| :二 二 | 二 
RN > RR c dt\R c221 dz dt R 
ee 1 dR 
RR Rd C2 le 
(3 od | 7 一 2 2 eo. 
a GIT 


应 用 (17. 3) ,得 
ce 1 dR dR >= -> dz 


一 ] 一 dr 十 ee de dr ) 十 eo. 
(17 16> 
将 (17.15),(17.16) 代 入 (17. 14), 即 可 证 明 
ch Ra 
re 0 Hs le C 去 |+ Ee 
Ce 
nl! ge C 去]+ 
了 (— )” ao” » 
i 人 


为 证 明 这 一 点 ,只 消 将 (17.15),(17. 16) 右 方 的 两 个 级 数 乘 起 来 ， 
将 含有 cc 一, … 等 因数 的 项 分 别 地 加 起 来 , 便 不 难 获得 
(17. 17). 详细 计算 在 此 精简 . 

用 同样 的 办 法 ,获得 


汪汪 人 (fo (LR TI!) (17., 18) 
让 我 们 写 出 开始 的 几 项 : 
0 
“六 让 6 ee 6c’ a 工人 全 
2 
4 一 2 一 Ev LvR) 
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RQ) 力 是 
{TO— €0(), yO— 7(4), zz— LO) 
不 难 算出 
(dR/dt) 一 一 (RD )/R, 
(d2 民 /di2) = (v:/R) (v* R)/R— (R.v)/R’ 
dR’°/dt =— 2(R .vw ), 
d2? 民 2/]/d =— 2(R.v— vi’) 
dR/dfs =— 2(R. VC— 3v .vy), 


缠 


(17. 19) 
ev | € | 
eR 有 二 次 人 | 员 R Rs 


(RD) 


— 6v(R 5 一 vw) 一 6 Rv) 十 R: 尖 ) 十 O| 二 | 


(17. 20) 
一 Vg=e{ 总 十 顽 | 外 
+ | 2 十 | ， 
1 
义 


(Re.vw )” 1 
2 二 一 (让 。 RD) RR )v 
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pte Wg 
因此 
+ 之 所 +O[ 汪 ” we 
B= xX 0 me 
> (一 .一 训 3R 


:i 

必须 指出 ,这 个 计算 方法 对 于 R 取 大 值 的 情形 是 不 适用 的 . 
例如 在 (17. 17) 式 右 方 的 

e( 一 )"/ml(Cd"/di)[(CRAc)"(CLVR)] 
项 中 ,作出 微 商 ”次 的 结果 可 能 产生 一 项 
人 
因此 对 于 大 值 的 RR, (17.17) 可 能 收敛 得 极 慢 ,使 我 们 在 计算 中 必 
须 保持 许多 项 . 

这 一 点 的 物理 理由 是 极 简 单 的 . 当 R 大 时 ,我 们 可 以 想像 R* 
也 大 , 亦 即 1*,z 相差 很 多 . 那 时 要 用 上 时 刻 的 wo 立 … 所 构成 的 
级 数 来 描写 v (4* ),v(z* ) ,自然 需要 用 许多 项 . 

(17.12) , (17.13) 有 它们 的 用 途 , 它 们 将 在 讨论 电子 自作 用 力 
(8 27) 时 被 用 到 |. 


y (R.v)’ 


(T7122) 


$18 6 函数 的 运用 


在 这 一 节 中 我 们 将 利用 6 函数 去 求 出 以 上 几 节 的 结果 . 在 这 
里 我 们 可 以 看 到 ,运用 6 函数 ,会 向 来 极 大 的 方便 . 以 下 的 讨论 分 
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三 部 分 (1) 用 6 函数 去 求 基 尔 霍 夫 公式 ; (2) 用 6 函数 去 求 
(16. 12),(16.17);(3) 用 6 函数 去 求 (17. 21) ,(17. 22) 册 . 


(1) 用 6 函数 去 求 基 尔 惟 夫 公式 


这 便 是 从 (15. 1) 式 


OO: Oo: O: oO: 
[ 沪 十 ; 2 ee Vy Co 

a dr Co Sy) (TSD 
求 得 (15. 3) 式 


jay 六 一 | 人 Rd 
十 | — var*)).ds’, 
人 0 
式 中 $1 代表 一 个 包围 (x,y,z) 点 的 封闭 曲面 ,体积 分 的 积分 区 域 
即 是 S; 所 包含 的 体积 ,等 等 . 我 们 现在 自 格 林 定 理 开 始 ， 
CAAA LALATALAM 
(18. 3) 
式 中 积分 点 是 (x',y ,z'),S' 是 一 个 面 ,V' 为 它 所 包含 的 体积 . 像 
$ 15 中 的 情形 一 样 ,我 们 令 S$' 分 两 部 分 ,一 为 包围 P(x,y,z) 点 的 
一 个 封闭 曲面 51, 一 为 以 P 为 中 心 以 一 个 小 数 e 为 半径 的 圆 球 
Ss;S2 完全 在 $1 所 包含 的 体积 中 ;那么 V' 便 成 为 在 $51 及 $; 中 的 
a PN po CTY SA oN HO RE NW RR = 
(Cz 一 x ?十 (y 一 y)? 十 (z 一 z)?)z. 那么 在 (18.3) 左 方 体积 分 的 
区 域 里 


@ (1) 和 (3) 两 部 分 可 参阅 胡 宁 :《 电 动力 学 讲义 》,1954, 北 京 大 学 印行 . 
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一 0. (18. 4) 


以 这 样 的 yy, 代入 (18.3) 后 ,再 将 两 方 对 zt' 积 分 ,极限 为 一 及 
十 co ,那么 左 方 成 为 


国人 区 本 0 


2 | 人 一 
人 :| | 


1 R 1 
| 


一 4rg(z ,st ee dy 

将 上 式 中 第 一 项 作 分 部 积分 二 次 ,化 它 为 
eral 2 Lele + sjav’, 
便 可 与 第 二 项 相 消 ,最 后 得 
kel 


| 


至 于 石 方 ,我 们 获得 


‘ye 一 Jav. (18. 5) 


/ A 7 / Sn 一 到 
ja | I 2 )| C 中 R’ 
poe 入 交 
R / 
一 于 引 z + RV fy ,st)), (18. 6) 


式 中 R 代表 上 自 (zx,y,z) 人 至 《x,y ,z ) 的 天 量 . 对 于 S51 的 一 项 ,对 Y 
的 积分 结果 为 


ne 2 RO [pr / 
人 全 一 让 (V1)*). ds'. (18.7) 


对 于 S; 的 一 项 ,那么 我 们 有 
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1 1 ! ! / / / 人 R 
| | .as en ) 引 | 十 人 一 :| | — 到 | 
二 (CT = O(e), 
Jar| dS HC Sy oo | 十 Es :| 全 .4 
s, ;YY ?之 ， pe 9 


Jar| dS’。 Lele 十 : V f(x’',y' ,2 ,t') = Ole). 
Sy Cc 


(18. 8) 
因此 ,以 如 此 的 #8, 代入 (18.3), 而 使 双方 对 tv 积分 ,再 令 e 趋 近 
于 零 , 便 获 得 了 (15. 19) 式 ,获得 了 所 需 的 (18.2) 式 , 亦 即 获得 了 所 
必须 指出 : 虽然 我 们 用 了 一 个 性 质 极 奇 怪 的 函数 56, 结果 还 是 
正确 的 . 换 句 话说 ,运用 了 奇怪 的 6 函数 并 没有 影响 计算 的 正确 
性 . 在 一 般 情 形 下 都 有 类 似 的 情形 , 即 我 们 可 以 援 用 6 函数 ,简化 
计算 ,而 不 损害 计算 的 正确 性 .对 此 点 ,有 时 可 以 简单 地 证 明 . 在 我 
们 这 里 的 特殊 情形 下 ,我 们 正 可 以 不 令 几 为 6(z' 十 R/c 一 )/R, 而 
今 
$' 一 sls SN 
R Ti 十 Rh/c 一 三 
代入 (18. 3) 式 ,重复 以 前 的 计算 ,最 后 令 N 趋 近 于 无 穷 大 . 这 样 便 
可 以 获得 (15. 19) 式 . 这 便 是 SCz) 所 以 可 以 在 此 援 用 的 具体 说 明 . 


(2) 用 6 函数 的 性 质 来 求 出 (16. 12) , (16. 17) 两 式 


因为 我 们 现在 令 R* 等 为 自 电 子 至 场 点 的 矢量 ,p 同 4 分 别 为 
OVER R/C 
A=e(l(v’*/c){R*— (wv.。R*)/c} . 

我 们 在 此 只 讨论 第 一 个 式 子 ,因为 第 二 个 式 子 的 讨论 是 极 相似 的 ， 
不 必 重 复 . 
依照 基 尔 霍 夫 公式 ， 


全 Se) 
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?= | (7/R)dV'， (18. 10) 
式 中 体积 分 区 域 乃 是 全 部 的 空间 . 利用 6 函数 ,可 将 上 式 写 为 
eT ecr 本 ,096| ft 十 全 一 dV'dt. 


对 于 点 电 和 谷 ， 
0O(Zyyyz 和 t) = ex — €(1))6(y 一 TCD)GCz — £7)). 
(18.11) 
代入 上 式 得 
PL» Ys zt) = se a 
/ 人 册 /_ 1/ 
这 >E 十 : RdV da. (18. 12) 


我 们 可 以 先 对 V' 积 分 ,也 可 以 先 对 积分 .如果 我 们 先 对 V' 积 分 ， 
得 

OT VI = | Rae 十 和 
R(z') 矢 量 的 意义 已 在 前 面 解释 过 了 , 它 乃 是 

{XT— €(1), yO— 7 ), zz — C0 )). 
在 (18. 13) 中 对 z 作 积分 时 ,我 们 引入 以 下 的 变数 变换 (1' 一 z”，、 
CR (18. 14) 

(在 计算 (18.13) 右 方 的 积分 时 ,必须 记 住 z,y,z,t 不 变 ,它们 的 地 
位 相当 于 参数 . ) 由 (18. 14) 式 ,得 


— tidt. (18. 13) 


a DC 
di"= dt (1 a Rt (18. 15) 
(18. 13) 右 方 成 为 
] 吉村 le (7 KR) (zt’) J jf 
| el c Rd’) oe 
=e{RE) 一 二 DC (18. 16) 


t=0 


但 WW 三 0 时 和 成 鸭 "CDLONGT59D 有 到 成 廊 
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一 1 
ce{R: = 一 my .R | (18. 17) 


亦 即 是 我 们 所 需 的 结 
(18.12) 也 可 以 先 对 z 积 分 ,得 


jose — ele— £) ly —ale— |] 


x jz 要 5 全 | | av' CT 
为 求 这 个 积分 起 见 ,让 我 们 引入 新 变数 xz",y",z" 去 代替 zx’ ,y' ,z'. 
(x,y,zZ,t 在 此 求 积 分 过 程 中 的 地 位 是 参数 ,是 不 变 的 . ) 


xz 一 六 一 外 一 全 | ， 


全 
y=y 一 外: 一 全 | ， (18. 19) 
[7 4 
> 5 | ， 


由 此 可 以 获得 
ya = A y 2 Wi 二 2/ 2 VR 方 
(1818) 的 形式 是 
es sy ,2 OT IOCY DGCz dz dy' dz/ > 
可 以 换 为 
|f C7", 9, 2) ,as ga) O72) 
4" y) 这 J 7/ 1 
X a de dy dd, 
式 中 Dr yy ye yD 有 ;多 的 蕊 义 汶 
(OF Ox JANE /Ov cc ) 
(Oy /Ox ) (dy /OY ) (Oy /Oz! he 
(B2"/Ox )(OZH OV Ge ee 
利用 6 也 数 的 性 质 , 便 可 算出 积分 为 
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/局 一 二 全 六 
fp (O00 ,Y， ,3) D(z! 了 ,Z/ ) i (18. 20) 


在 我 们 的 情形 下 ,个 难 证 明 当 克 三 多 一 2 二 0 YY 2 有 时 (7 ) 9 
0 
| 一 6 一 (一 六 十 …)2[e] 一 0， 


本 [0 
2 
因此 称 如 此 x’,y ,z' 所 构成 的 
1 一 《(z' — 7x) …}2/c 
为 了 ,那么 利用 上 式 及 (18. 21) ,得 
Zi = 6(T), y = 7(7T), z’ = 6(T), 
7 一 上 一 {(z 一 2Z)2 十 (一 9 十 (z 一 过 )2) 2 
二 
Gl 22> 
TT" ) 2 
Elz"). 同时 我 们 证 明了 与 这 样 的 zx',y',z' 相 当 的 1 一 R/c 即 是 21. 
由 以 上 可 见 ,在 我 们 的 情形 下 的 f(y1(0,0,0),…) 即 是 
人 一 
计算 Dx”, 注 ,z")/D(x! ,y' ;z') ;得 


A = oe 
1 " £ R J 及 R 
加 证 由 mW 
i 1 we 
ee 
“2 一 ye 
=1]1— (wv. R)/cR. C8200 
以 x"=y=z”=0 代入 , 即 是 以 训 人 代替 z 一 R/c, 以 (4*),… 代 替 


/ .1  / 但 
TT，y ”之 ， 侍 


1 一 2 。 民 ]cR 
由 此 可 见 (18.18) 的 积分 结果 依然 为 
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eR” ng OR /ol (18. 24) 

对 于 E,H 的 (16.28),(16.29) 式 ,我 们 也 可 以 用 同样 方法 求 

出 , 即 先 将 (18. 12) 等 式 对 ,zx,y,z 微 商 ,最 后 作出 对 dV' 及 Vv 的 积 

分 . 这 个 计算 过 于 复杂 ,并 且 没 有 很 多 意义 ,在 此 精简 . 用 6 函数 去 

求 出 (18. 9) 是 值得 指出 的 ,因为 这 避免 了 8$16(1) 求 4,9p 的 方法 ， 
而 那里 求 4,p 的 方法 是 比较 难以 理解 的 . 


(3) 利用 6 函数 的 性 质 ,导出 (17. 8), (17. 9) 


这 个 计算 特别 值得 指出 ,因为 这 样 的 计算 比 $17 中 相应 的 计 
算 简单 得 多 . 
将 wp;,4 分 别 写 为 
人 区 二 |ocz > | t' 加 二 全 i 1 二 dT ， 
(B825) 
ny = |e et .| 6 一 全 -一 | 
(18. 26 ) 
将 6[z' 十 (R/c) 一 tj 展 为 (R/c) 的 级 数 , 得 


3 十 一 一 :| 一 0 一 1) 十 全 BC 一 一 1) 十 一 二 | 有 £] "(1t' — 1) 


3 四 RE)'am 3 ls os (L827 
TIONIEVEEC 


式 中 0 ,6”,… ,6 … 分 别 地 代表 6 函数 对 于 它 的 变数 的 一 次 ,二 
次 ,…,n 次 的 微 商 . 由 于 
人 (1t’ — 1)dt'’ =— df/dt, 


; (18. 28) 
wee (FE Ra t)drt’ = (—)"d"*f/dr”, 
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(注意 上 式 右 方 的 “一 ”号 ) ,我 们 便 获 得 了 
pT, YZ,t) = 3 二 总 


-CR HY ') IR la 


7 一 0 nlc” 
这 可 以 写 为 
pT, Yt) = > pe oy 9 之 BOR qv"). 
n=0 。 


同样 地 ,得 
nilc” 


A(x,y,7T,t) = 2 3 人 | a CS Cz Re- |. 


对 于 一 个 点 电荷 ,o 成 为 6 a eT dV' 的 积分 便 很 容 
易 地 做 出 ,得 


Ee 


人 1 全 
> d (18. 29 ) 
(一 n n ee a 
式 中 RG) 代表 矢量 


(ZE S00 10 C1 
即 是 KRG), 亦 即 是 以 前 的 RG). (18. 29) 式 即 是 以 前 的 (17. 17) 及 
(17 
值得 指出 , 像 6 函数 如 此 奇怪 的 函数 ,用 泰勒 级 数 展开 ,依然 
会 带 来 正确 的 结果 (7. 17), (7. 18). 用 了 它 后 计算 又 如 此 地 简单 ， 
使 我 们 不 得 不 重视 它 ,并 且 尽 量 地 利用 它 . 
在 相对 论 ( 见 本 书 第 二 部 ) 的 理论 中 ,6 函数 的 援 用 可 以 使 公 
式 的 形式 整齐 化 ,并 且 明 显 地 显 出 “相对 论 性 ” 这 些 我 们 将 在 本 书 
第 二 部 .第 三 部 中 讨论 . 


$19 伊 万 宁 柯 同 沙 科 洛 夫 的 方法 


在 这 一 节 我 们 简单 地 介绍 伊 万 宁 柯 《Ilsasenko) 同 沙 科 洛 夫 (Coronos) 在 
他 们 的 《经 典 场 论 ) 书 中 对 于 波动 方程 的 讨论 . 
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讨论 


| 过 2 1 
2 


ea / 
32+ a 3 ;一 证 名 jp 一 一 8(r 一 r)8( 一 1) (Co ) 


的 解 ; 式 中 6(r 一 x’) 代表 
(zz 一 也) — YO CO— 2 ), (19. 2) 
而 (19:2) 中 的 x yy yz 及 (19:1) 中 的 # 力 是 已 知 量 . 称 (19.1) 的 一 个 解 为 
GCCrr ,t,t'). 那么 在 讨论 
2 2 
(+ 着 这 一 站 
的 解 时 ,我 们 将 上 式 右 方 写 为 


一 4xr|po(z yz ,tr — r')6(t — tdr'dt', 


2)g=—— dR zol) (19. 3) 


(a7 = dwidy dz ) 
便 可 看 出 
ar|pCz so st OFT Sho Joly! de (19. 4) 


人 i 事实 上 , 称 (82/9zx?) 十 (86:/9y:) 十 (G2/9z) 一 c-?(9:/9z2) 


- ar plz a GC tn rt | 
= 4r| ple ey 2 st NaIGCra st Ef! )dr' dz 


一 一 4fr|po(z yz ,tr 一 天 )00G — t')dr' dr 


三 一 4TO(2 yt), 
因此 问题 在 于 求 Glr,r 网 的 
1 将 Cr 一 Pm) 同 6( 一 z') 分 别 地 写 为 


ek (dk = dkdk,ydk.), 


(19. 5) 
二 |e dk, 
那么 不 难 证 明 
人 加 I 本 (19. 6) 


是 (19.1) 的 一 个 解 . 在 讨论 这 一 点 时 ,必须 指出 我 们 对 于 (19. 6) 的 积分 作 以 
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下 的 了 解 ; 即 (19. 6) 中 的 积分 ,首先 对 & 做 出 ,做 出 这 积分 时 ,ko 的 区 域 了 
解 为 下 面 三 个 线段 : 
(二 008 | oN | er| 于 

的 总 和 ,而 式 中 的 是 一 个 任意 小 数 ,可 以 使 它 趋 近 于 零 . 换 句 话说 ,我 们 必 
须 避 免 (19. 6) 积 分 项 中 的 奇异 点 . (这 样 避免 奇异 点 后 的 积分 值 将 称 为 积 
主 值 ). 另 一 方面 ,对 于 大 的 值守 无 限制 ,Aty,Az- 各 个 的 值 自 一 c2 变 至 十 co. 

称 如 此 决定 的 &o,k 的 积分 区 域 为 D' ,而 称 k,ko 分 别 自 一 co 变 至 十 co 
的 区 域 为 D. 可 以 看 出 


| 
加 所 ll D 了 了 本。 


zidkdko 
0 


列 . C [ee ri ] 
& —& 


ll ;dkdk 


ue i Cr—r')—ik c(t—t) 
ee dkdko 


一 二 上 | oiklr-r)—ikc(—t) 
| dkdko + OCe) 


=— Or—r)o( 1) Ol), 
因此 (19. 6) 确 是 (19.1) 的 一 个 解 . 此 外 ,可 以 证 明 不 论 下 式 中 的 f 是 什么 函 
数 , 下 式 


Cc 
16n 


满足 齐 次 的 波动 方程 . 理由 是 极 简 单 的 : Lj 作用 于 上 式 成 为 一 个 新 积分 , 积 
分 台中 全 一 个 因 寺 


| 一 k’)dkdko (19.7) 


(k? 一 ks)O Ck? 一 ko), 
而 这 个 因子 等 于 零 ( 见 (2. 19) 式 ). 因此 不 论 下 式 中 最 末 一 项 的 符号 是 “十 ”或 
"i 


Ca 


@ik* rr) ikc (tt ) {+i i 


2 2 
i To = ) } dkdko (19. 8) 


是 (19.1) 的 一 个 解 . 我 们 可 以 证 明 这 样 的 GCr,r ,t,t ) ,将 使 得 (19. 4) 成 为 扒 
迟 势 及 超前 势 ;(19. 8) 中 的 “十 ”号 相当 于 “推迟 势 ” 的 情形 ,“ 一 ”号 相当 于 “ 超 
前 势 ” 的 情形 . 今 先 证 明 这 一 点 . 

让 我 们 在 (19.8) 中 取 十 号 ,讨论 对 ko 取 积分 的 问题 .利用 (2.20) 将 
(ko/ |ko|) XX6(ki 一 到 ) 写 为 
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区 ; pn eo 
= 直人 (一 0 (19. 9) 
因此 (19. 8) 第 二 项 对 A 的 积分 成 为 
| i rT 十 {oe} lk. (19. 10) 


如 果 让 ko 可 以 取 复 数 的 值 而 讨论 在 的 复数 平面 内 的 围 线 积分 ,那么 上 式 
可 以 认为 是 


2 | er ee 二 dk Cho 


在 图 17 中 沿 曲 线 局 ,mm 的 围 线 积分 由 . (Th,T 用 虚线 画 出 , 力 是 半径 为 e 的 
半圆 BCD,EFG. ) 因 为 Gi 是 (19.11) 对 于 图 中 线段 AB,DE,GH 的 围 线 积 
分 的 总 和 ,因此 当 我 们 在 (19. 8) 取 “十 ”符号 时 ,(19. 8) 成 为 围 线 积 


C __ ikeCr—r)—ik c(t—t) 1 d 
e 0 kdko. 19. 12 
[ww 16n4 k2 — ko . 
(EE Ff 
[abe AS 
-可 史 1 和 | 
3 轩 E 网 6G a 
图 17 


当 z 一 + 过 0 时 ,考虑 在 &。 上 半 平 面 中 一 个 以 原点 为 中 心 ,以 一 个 极 大 数 
NN 为 半径 的 半圆 I? ,考虑 这 半圆 与 ABCDEFGH 所 构成 的 封闭 曲线 . 运 
用 留 数 理论 ,知道 (19.11) 沿 此 封闭 曲线 的 线 积分 等 于 零 ( 曲 线 内 不 包含 奇异 
点 ). 沿 PRP+ 的 线 积 分 又 等 于 零 ,因此 (19. 12) 等 于 零 . 当 :一 妨 盖 0 时 ,考虑 在 ko 
下 半 平 面 中 的 以 原点 为 中 心 ,以 一 个 极 大 数 N 为 半径 的 半圆 三 ,考虑 人 它 与 
ABCDEFGH 所 构成 的 封闭 曲线 . 应 用 留 数理 论 , 即 能 证 明 (19. 12) 等 于 


C Bemisn| ~ 去 | | e000 
人 ga) (一 20d + hi 


@ 为 证 明 (19.11) 沿 I 的 积分 等 于 (19. 10) 第 一 项 起 见 , 可 以 令 ko 为 |k| 十 ee?， 
将 对 ko 的 积分 变 为 对 gp 的 积分 . (19. 11) 沿 I 的 线 积分 成 为 


网 二 
的 形式 . 令 e>0, 即 成 为 (19. 10) 的 第 一 项 . 
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a a 2 (19. 13) 
为 计算 这 个 积分 起 见 , 令 R=r 一 T=t 一 tk 代表 |k| ,得 
| Oe (19. 14) 
对 0,9 积 分 ,得 
和 2 sin (AkR) sin (kcT) dk 
ss 四 广 [cos 大 (六 二 5) 三 cdsk(R + eT) dk 
C SInR(R 一 CaN sink(R + cT) 
= | R— ccT RT 本 (19. 15) 
但 
lim sinkx 一 XGO(Zz) 
k—>00 
见 8$ 2), 因 此 (19. 15) 为 
En c7) 一 C(R 十 c7)) 
| 十 类 多 ,更 | & 
= {sl(7 | [T+ | C19. 16) 
但 此 处 的 TT,R 均 大 于 零 , 所 以 可 以 抛 去 第 二 项 ,得 
(4rR)-18(T 一 R/c). Gl9 17> 


注意 在 1 一 t 过 0 时 ,(19. 12) 等 于 零 , 而 上 式 也 等 于 零 , 因 此 不 论 是 否 比 t 大 
或 比 z 小 , (19. 12) 的 值 等 于 (19. 17). 

如 洒 在 (19:8) 中 吕 科 到 可 一 S0010) 二 人 WW 屋 个 “三 5 
(19. 8) 便 成 为 


tn 1 
— ek r)—ik c(t—t) dk 
| 16n k? 一 大 


对 于 图 18 中 的 曲线 4'B'C'D'E'F'G'H' 的 围 线 积分 .应 用 留 数理 论 ,我 们 可 
以 证 明 当 :一 盖 0 时 ,这 个 线 积分 的 值 等 于 零 ; 当 :一 <0 时 , 线 积 分 等 于 将 
(19. 13) 中 的 一 2xi 换 为 十 2xi 后 的 (19. 13) , 亦 即 


Ss eg 


由 于 在 此 人 了 ,一 R 均 小 于 零 , 上 式 第 一 项 可 以 忽略 ,得 
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(4rR)-18(7T 十 R/c). (19. 18) 
注意 在 1 一 + 二 0 时, 取 “一 ”号 的 (19. 8) 等 于 零 ,而 上 式 也 等 于 去 ,因此 在 任何 
情形 下 , 取 “ 一 ”号 的 (19. 8) 等 于 (19. 18) 式 . 


i 一 | 好 了 县 
4 Bp"\ Dp’ Pa 6 H' 
NE Nr 
性 F' 

图 18 


用 (19.17), (19.18) 分 别 作 为 G(r,r' ,t,t),(19.4) 分 别 地 成 为 
jeoer Ee! ,06| t—tC— 人 去 dr dt , 
(19. 19) 
|oer a ) 引 tt 一 上 十 人 二 dmd 
因此 分 别 地 成 为 推迟 势 和 超前 势 . 如 果 我 们 选择 G 为 Cl 加 上 某 一 个 f(&， 
ko) 所 构成 的 (19.7) ,那么 pg 成 为 推 运势 加 上 齐 次 波动 方程 的 一 个 解 ,也 成 为 
超前 势 加 上 齐 次 波动 方程 的 一 个 解 . 
由 以 上 计算 ,不 难 证 明 


G1— si(s(T— E+e(T+e)| ' 


事实 上 ,Gi 乃 是 (19.17),(19. 18) 的 平均 .同时 我 们 也 不 难 证 明 


ko 
|ko| 


L R R 

本 Es -|T+ 笃 | : 

事实 上 ,上 式 左 方 仅 是 (19. 17), (19. 18) 的 相差 的 二 分 之 一 . 
在 量子 电动 力学 中 有 两 个 量 , 在 计算 中 极为 重要 .它们 是 


6(k? 一 k?)dkdko 


G6 PY a ee rs a 
a (r—r’') ikcclt tA 


攻守 le 5 cdk， (19. 20) 
A Sa S03 qh, (19. 21) 


A 即 是 c ! 乘 上 (19.14) 式 ,因此 


lA) | 


Ai 可 以 直接 计算 ( 先 对 的 角 作 积分 ,再 对 上 积分 ), 得 
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a a 
~ 922 (CR? 一 c272) 


第 二 个 函数 在 本 书 中 没有 很 多 用 处 ,第 一 个 函数 将 在 第 三 部 中 用 到 . 


和 


$20 第 19 市 的 方法 对 于 介子 场 的 应 用 


如 人 所 共 知 ,在 真空 中 的 介子 场 的 各 个 分 量 ( 不 论 介 子 场 是 标量 场 或 天 
量 场 或 其 他 场 ) 总 是 下 式 的 解 : 
(DL) — *)p= 0; (20. 1) 
式 中 虹 力 是 一 个 常数 ,等 书 。 


Ce 
式 中 m 是 介子 的 质量 ,六 是 (2x)-! 乘 上 普 朗 克 党 数 岂 .我 们 现在 讨论 
(一 42)p 一 一 4rp (20. 2) 
的 求解 ;所 用 的 方法 完全 与 上 节 相 似 . 
令 
([L |] AX)p=— 6(r— rd — 7) (2043) 


的 解 为 G(r,r' ,t,t ) ,那么 (20.2) 的 解 为 
es GO 六 
将 (20. 3) 中 的 6Cr 一 rn),6(z 一 z) 分 别 写 为 (19.5) 中 的 两 个 式 子 ,那么 (20. 3) 


的 一 个 解 为 


RR 
&2 一 A 十 和 


分 区 域 认 为 是 三 个 线段 
G2 = Vk 二 + 一 e)， 人 VR 十 米 十 es, 十 Vk 二 + A e), 
CVE Pa se) 
的 总 和 . 不 论 下 式 中 f(k,ko) 是 什么 函数 ， 


ee ee k2 se A2)dkdko 


是 (20. 1) 的 一 个 解 , 因 此 


dkdko. (20%4) 


Ce 一 一 Cer 7) oli) 
16r JP 
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一 A 十 xX) jdkd (20. 5) 


:rr WN: ko 
ew (r 有 到) 大 oc 人 Et t ) | 十 1 区 


a [ko 


a 
是 (20. 3) 的 解 . 
讨论 (20. 5) 中 “ 土 ”选择 为 “十 ”的 情形 .将 (ko/|ko1)6(k? 一 十 沁 ) 写 为 类 
似 (19. 9) 的 两 项 ,(20.5) 的 第 二 项 成 为 
(人 这 。 (rr -iter) Tidk so。 
(| 2Ao 人 +t 


如 果 让 我 们 讨论 在 & 的 复数 平面 中 的 围 线 积分 ,那么 上 式 可 以 认为 是 


Cc ik-(r—r')—ik c(t—t ) 一 中 
e 0 


在 图 19 中 沿 ,Tz 的 线 积分 . 同 以 前 的 讨论 的 不 同 处 ,只 是 半圆 i,T; 的 中 
心 自 十 ||, 一 |k| 改 为 十 MV 十 必 , 一 Mk 十 尺 . 同 以 前 一 样 , 取 “ 十 ”号 的 
(20. 5) 成 为 


C_ uito-r)-ikcd-o  ] | 
5 t kdko. 20. 6) 
| 16n 7 k? 3 0 ( 
pt Rs 
Le | | CO 
图 19 


当 z 一 1 过 0 时 ,我 们 用 留 数 理论 ,证 明 上 式 等 于 零 . 当 z 一 盖 0 时 ,我 们 
用 留 数 理论 ,证 明 上 式 等 于 


C 1 
873 (有 2 下 12)142" 


这 一 段 讨 论 与 以 前 完全 相同 ,不 必 重 复 . 为 计算 (20.7) 起 见 , 我 们 依旧 令 
r 一 7 为 R, 1 一 1 为 了 ，|k| 为 .可 以 看 出 ,(20.7) 对 角 取 积分 后 成 为 


. kdk 
2 sin kR sin{ (k? 十 好 2)L2c7 [下 十 I 


“Gr sin{(k? + XA)li2c(t — 1 )}dk (20.7) 


ol i sin{ (k? + XR)ViT)dk. (20.8) 


称 上 式 中 被 微 商 项 为 f, 而 让 我 们 求 f 的 值 . 在 这 里 我 们 必须 分 清 R 二 cT 及 
RcT 的 情形 . 当 RcT 时 ,我 们 令 
全 = aicoshgpo, R= a sinh po， 


al 一 og A R22 (20. 9) 


k = Asinh y, 
则 


we 上 i + VcT dk 


过 个 方 (sin[Gz 十 VseT 十 AR] 
0 


dk 


十 sin[ (k? 十 12)V2zcT 一 KR]， CR 


一 | {sin[LAcosh Pp al cosh go 十 4sinh p a sinh 9o] 
0 


143 


(20. 10) 


十 sin[Acosh p al cosh go, 一 Asinh p a sinh py, ])}dp 


到 (sin cosh(g+ po) | 十 sin[ Ma cosh(2P — 9o0) J}dy. 


右 方 第 一 项 、 第 二 项 可 以 分 别 地 换 为 


2 
因此 它们 的 和 是 


go 2 


| sin (MAal cosh D)dw 
0 
但 这 即 是 
方 Jo Ca) ge 一 及 2)12) 3 


式 中 Jo 为 零 级 的 贝 塞 尔 函 数 出 . 
因 


ol AR 3JoL4(Cc 7 
DR MR OA 


AR 
= (0 RllaAeT 
因此 ,在 R=cT 时 ,(20. 8) 成 为 


cA 
a 


| ly sin (Aa cosh 9)dy, | 1 sin (Aa! cosh 2p)d0， 
9o 


(20. 11) 


Ve 
条 开光 ”| 


2 R22 


20 12 


@@ 参阅 G.N. Watson: A Treatise on the Theory of Bessel Functions ，§ 6. 21 , 公 


起 名 2) p180: 
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当 尺 >cT 时 ,我 们 令 
局 = az sinh go, R= a, cosh yo, 
os 一 {(R? a Po BR 


(20; 13» 
则 了 等 于 
| {sin[Acosh 9 az sinh 9, 十 Asinh 9 az cosh 9, | 
0 
十 sin[Acosh ga; sinh po — Asinh 9 az cosh go J}dy 
a | 去 {sin[2a sinh(g, 十 Dj sin[ haz sinh (9, 一 9) ])dw 
0 
右 方 第 一 项 、 第 二 项 可 以 分 别 地 换 为 
| 言 sinQessinh Wdp，| 一 去 sinGas sinh dp (20.14) 
多 2 一 狼 2 
ee : 
| 一 sin(Aha, sinh 9)dyg = 0， 
go2 


因此 (20. 14) 的 两 项 的 和 等 于 零 . 因此 在 R>cT 时 ,f=0,(20. 8) 也 等 于 零 . 
必须 注意 (20. 8) 在 RcT 附近 的 情形 . 因为 J。(0) 不 等 于 零 ,f 在 此 点 附 
近 是 不 连续 的 ,可 以 写 为 


pe [十 eC Ro | (20. 15) 
因此 (20. 8) 在 此 点 附近 成 为 
a 方 rzjo(O)6Cc -i 
因 Ju(0) 王 1, 上 式 成 为 
= ee 
| 人 C 


由 于 以 上 的 讨论 ,证 明了 取 “ 十 ”号 的 (20. 5) 等 于 


-| 7 人 区, a 一 尽 2)12] (CT SR 
四， 0 人 
(20. 16) 


上 式 不 但 在 TT 二 0 时 正确 ,在 7T>0,Z>RAc 或 了 <R/c 各 情形 下 也 都 正确 . 
用 同样 的 方法 ,可 以 证 明 取 “一 ”号 的 (20. 5) 等 于 
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47R C cA po we T 0 
4x(ceT? ee RL (< ) ] ( RS ei 
(20. 17) 


用 (20. 16) 作 为 Grr ,tt ) ,立即 获得 


lt a = [ol rstC— 人 | /aav 


C 


” Ve CAO(P' i ) 
RE 「cz(z 和 > 1')? 本 


> 
引 关 新 变 多 左 去 代 荐 了 演义 史 
b= 区 二 1')? We- 9 
得 
ji 王 / 一 二 人 EE 民 2)12 ， 
0 =[ol r,t 一 人 | /aav 


人 


本 水 / 了 2 2 1 | / 
人 im 0 


(20. 19) 
利用 Ji(z)= 二 一 dJo(z)/dz, 上 式 也 可 写 为 
a a Ee” ee : /: 一 
p(T,Y,2,1) = | pi (ol rs 2 (6° 不 RR (b? SE | 


x Jo(40)dpdT. 
(20. 19) 右 方 的 第 一 项 的 意义 已 在 前 几 节 中 说 明 , 右 方 第 二 项 的 存在 的 意义 
为 : 9 在 (x,y,z) 扩 在 zt 时刻 的 值 ,除了 右 方 第 一 项 外 ,还 有 一 部 分 ,可 以 认为 
是 在 各 处 的 、 在 早 一 些 时 刻 的 plr') 的 影响 ;早出 的 时 间 比 R/c 大 , 比 以 速度 c< 
目 r 传播 至 r+ 所 需 的 时 间 大 ;因此 这 一 部 分 可 以 认为 是 各 处 的 以 小 于 "的 
速度 传播 至 (x,y,z) 的 某 些 影响 . 

在 介子 的 量子 场 论 中 ,有 两 个 重要 的 量 , 可 以 在 此 附带 好 提起 . 它们 是 
DCL 和 着 六/ 
8 寺村 7 


wR COS [CT (CA 十 人) 
(k? + XR) 


De a wi (20. 20) 
8 


1 
CR 的 el (20. 21) 
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它们 都 是 齐 次 波动 方程 (20. 1) 的 解 . (它们 对 于 洛 伦 效 变换 而 言 是 不 变量 ， 
此 在 场 论 中 显得 重要 . ) 可 以 证 明 


1 2 Ge 这 "R 一 icko 了 qd ] 
D= sr Tl], Re dtd G20 22) 


三 a — k? + AX)dkdko; (20. 23) 


证 明 的 方法 与 $19 的 讨论 极 相 似 .例如 证 明 (20. 22) 与 (20. 20) 的 右 方 相等 ， 
我 们 分 别 讨论 全 >0,T<<0 的 情形 .当下 >0, 应 用 留 数 理论 ,可 以 证 明 
(20. 22) 右 方 等 于 


下 G 庆 "R 一 icku 人 
gm) dt], ,dt kh: 一 ky 二 2A” 
式 中 ,TT; 为 图 20 中 的 两 个 半圆 . 令 半 圆 的 半径 趋 近 于 零 , 作 出 积分 岂 , 便 
不 难 证 实 上 式 即 是 (20. 20) 的 右 方 . 


ee AL 
也 了 2 
图 20 
自 (20. 22) 式 ,不 难 证 明 Gi 同 DD 有 以 下 的 关系 : 
CE (20. 24) 
2 | 
另 一 方面 ,(20.5) 中 取 “ 十 ?号 后 的 第 二 项 ( 即 是 (20.5) 下 的 一 个 式 子 ) ,不 难 
证 明 等 于 
(20325) 
因此 (20. 5) 式 即 是 
C G8 
| | 十 1)D. (20. 26) 


取 “ 十 ”号 时 成 为 cD{e(T) 十 十 ), 取 “一 ”号 成 为 cD {eT) 一 十 
cD 72079) 式 . 伍 以 证 秩 们 四 生出 于 20722) 企 19>0 有 Wi| 代 
7<0 的 (20. 22) 的 计算 是 同样 的 . 我 们 获得 


中 参阅 胡 宁 :《 电 动力 学 讲义 》,1954, 北 京 大 学 印行 . 
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-起 (人 -et 
Dm 人 i 
A 
nT RI)! [ACT?—R)®], 了 >R/ce， 
本 人 月 友 冯 三 二 民 丰 人 0 
A 
ep a 
Di 的 计算 如 下 : 
i ai 
Sp 2r2R OoR 
cos kR 2 i 
f= coslcT (hk A) dk. (20. 28) 


当 c1T| 之 R 时 ,我 们 令 
CT 0 Boh 0 R= Qsinbh es 
@ = 
当 c|T|<R 时 ,我 们 令 
eT = 0 nh Fv Cosh, 
0 ES CR 
再 令 k= 二 4sin p, 便 获得 
ff | cos (Mal cosh do, cIT|>>R, 


0 


(20. 29) 
/=| a 


0 
但 | cos (Aai cosh D)d9% 一 一 区 Chai ) 山 ， 


co ® cos (Aasu) du 
| cos (Aa;s sinh dp -| a 


一 上 。 (haz) © 


= 
2 


— 2 DAR eT ], (20. 30) 


niH! (iAas)® 


中 参阅 Watson: Theory of Bessel Functions，8$ 6. 21 ,公式 (13) ,p. 180. 
@ 参阅 上 书 , § 6. 16, 公 式 (1),p. 172. 
@ 参阅 上 书 ,§ 3.7, 公 式 (8),p. 78. 
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对 R 微分 , 乘 以 一 (2xwxR) 1!, 即 获得 了 Di. 


这 样 计算 的 结果 为 
A ES 
Di 一 rT Roya E22 驶 | eT9 之 I 
= 4 KiDACR2: 一 c2T2)72]， leT| <R. 


272( 尺 2 一 c27 2)172 
CoO) 
有 些 作者 曾 通 过 (20. 22),(20. 23), 用 男 一 种 方法 计算 了 D 及 DDi. 现在 

将 这 个 计算 写 下 ,以 便 读者 参考 . 


由 于 
1 A en ia(k2 ko + 
k2— kt 2 J , 
C207 :32) 
(p22 12 
G(CA2 We k? * A2) = le (k ki 十 4 2 
因此 
0 
二 RE 
先 计 算 D. 利用 
Co 本 1/2 
| 要 | 吴 | (20. 33 ) 
作出 DD 对 于 ko,k 的 积分 ,获得 
Ee ii 二 (ceT? 一 R ia | EL 
Br | > Ts ij eT R’“) 十 laA A 
We 2 "| 
同样 地 ,可 以 算出 
= > d 
Di = | sin {BCT 一 R*) 十 a | 5 (20. 35) 


为 计算 (20. 34),(20. 35) 中 的 积分 起 见 , 我 们 利用 汉 开 尔 (Hankel) 函 数 
的 性 质 
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Hz 一 疝 | wexp| 二 | wl | lau®, 
oi 


nl 
因此 ,在 下 面 的 积 


站 ee (全 去 cr We ox | } (20. 36) 
中 , 当 c27 2? 一 RR2>0 时 ,我 们 令 
(c27 "2 ae- 民 2)172 
9 4 一 | 
24 , 
积分 便 成 为 
汪 i 522| le 站 
攻 exp | i 
2 Hi[aACT? 一 RI)W. (20. 37) 


i 
利用 解析 函数 的 解析 延 拓 的 办 法 ,可 以 证 明 (20. 36) 对 于 任何 cT,R 都 等 于 
上 式 右 方 . 将 (20. 36) 的 实数 和 虚数 部 分 ,分 别 地 等 于 (20. 37) 右 方 的 实数 和 
虚数 部 分 , 便 求 出 了 (20. 34), (20. 35) 中 的 两 个 积分 . 用 这 样 的 方法 , 求 得 


1 9 A 
D = ep TTIRe | :二 让 HLAC IT 时 要 | | 
1 2An ; ; 
D] 一 一 Bril™ | -一 人 7 RISEHD[ACc 3 2 一 | ; 


式 中 Re,Im 代表 实数 和 虚数 部 分 . 利用 瑟 与 ],Y 的 关系 及 是 与 K 的 关系 : 
Hi(z) = J,(2) + iY,(z), K,(z) = 十 xiez HiGiz)， 
便 可 以 求 得 (20. 27) ,(20. 31) 二 式 . 
$ 21 电子 的 放射 

在 $16 中 ,我 们 已 经 看 到 了 电子 放射 出 来 电磁 场 ,这 些 电 磁 
场 以 速率 c 向 外 传播 . 由 于 电磁 场 带 有 动量 和 能 量 的 事实 ,电子 在 
放射 电磁 场 时 也 必然 放射 动量 和 能 量 . 在 这 一 节 中 我 们 计算 电子 
每 秒 动 量 、 能 量 的 放射 . 首先 计算 能 量 的 放射 . 


@ 参阅 Watson 书 ,§ 6. 21, 公 式 (6),p. 179. 


150 电动 力学 及 狭义 相对 论 


(1) 设 电 子 在 时 刻 在 某 点 4 

讨论 在 上 时 刻 所 观察 到 的 由 电子 目 时 刻 之 至 时 刻 上 所 射出 的 
电磁 场 . 这 些 电磁 场 完 完全 全 地 在 以 4 为 中 心 , 以 cG 一 纪 ) 为 半径 
的 一 个 圆 球 内 (图 21 中 的 $1). 当 z/' 增 至 zt/ 十 At' 时 ,电子 的 位 置 便 
自 4 移 至 B,AB==v GD)A .讨论 在 上 :时刻 所 观察 到 由 电子 自 时 刻 
t' 十 At 至 时 刻 t 所 射出 的 电磁 场 . 这些 电 磁场 完 完 全 全 地 在 以 五 
为 中 心 ,以 cG 一 tz 一 Az ) 为 半径 的 一 个 圆 球 内 (图 21 中 的 5S;). 
此 由 在 时 刻 t 的 观察 者 看 来 ,电子 在 t 及 tv 十 At' 间 所 放射 的 电磁 
场 , 正 是 在 圆 球 Si 及 S; 之 间 的 电磁 场 ; 换 句 话说 ,在 Az 中 所 放射 


令 : 取 一 个 很 大 的 值 ,使 得 在 S1,Ss 之 间 的 E,HH 几乎 完全 是 
E",H"( 见 § 16). 作 任 意 直 线 4D, 通 过 A 点 ,又 作 BC 线 , 与 之 平 
行 . 称 4D 与 5; 的 交点 为 ,与 S1 的 交点 为 D; 称 BC 与 S; 的 交 
点 为 G, 与 Si 的 交点 为 C. 作 BH 线 垂直 于 AD. 立即 看 出 
FD= AD— AF = AD— (AH + HrF) = AD— AH — BG. 
因为 

AD=cG—+), AH= {v (0). R/RYAZ', 

BG = c(t — Art), 


第 弓 过 ”由 二 的 | 


所 以 

FD= {1— (v* R)/cR}cArt. Co 
式 中 RR 代表 矢量 AD. 称 Si( 或 S;) 面 中 面积 元 为 df ,那么 根据 以 
上 的 讨论 ,在 At 中 电子 所 放射 的 能 量 为 


1 Hi J v* Rk /{ 
全 CE + Hdfe(1 — — Iar. C21. 2) 
除 以 Aw , 即 获 得 电子 在 一 秒 中 的 放射 能 量 ， 
Em 及 "的 值 为 (16.43), 即 
所 R"?| 记 Wi 2(v。 和 好) — LEHR, 


(21. 3) 
式 中 含有 “x* ”符号 . 在 我 们 目前 的 问题 中 ,我 们 考虑 在 1 时刻 在 5 
本 

各 不 同 场 点 的 矢量 .因此 在 (21. 3) 中 我 们 可 以 去 掉 “ x ”的 字样 . 

引入 球面 坐标 (R,0, 罗 ,以 v (2 ) 的 方向 为 极 轴 方 向 ,得 
df = R’ sin 0 d0 dy, 
IO 人 
(21. 2) 除 以 Az' 后 成 为 

| Zo a es ll RD 


4Anc’ cs4 5 


sin 0 do dm 


《21. 4) 


人 ws w 2 
| CU 


! cos0O dcos0 8p 


ls Ge 
r cos:* Odcos0 10p8 十 2 


1 革 下 时 CO507 0 中 
| sin20dcosO 4 


(1 一 pcos0)5 3(1 一 p82)3 
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因此 将 R， VV 写 为 
Rlcos0 vi sinOcos gv, 十 sin0Osinpvz)， 
代入 (21.4), 作 出 积分 , 便 获 得 了 


2 2 了 we 10p82: 十 2 
这 | = 村 汪 一 82)3 (= 3(] 二 By ee 


十 (v5 十 Mt 和 | «| 


_ 2e 1 lL 
3 a By t (vy + Vs) 站 和 


人 A (21) v0 ?| 
(21. 5) 
须 指出 : 这 个 值 与 所 选择 的 上 ( 亦 即 所 选择 Si 的 半径 ) 没 有 关 


(2) 对 于 动量 的 放射 ,计算 是 类 似 的 
相当 于 (21. 2) 的 式 子 是 
R 


| 1 了 "人 / 
(Tr 这 H"Jdfe |! 了 ar. (2118) 


除 以 Az , 即 得 了 每 秒 中 动量 的 放射 . 为 计算 (21. 6) 起 见 , 我 们 必须 
分 别 地 计算 它 的 分 量 . 沿 v 方 同 的 分 量 等 于 


A JN2 -| 
Ie cos 0dfc|1 | 


以 (21.3) 的 (E”)? 代入 , 即 可 作出 对 90,9 的 积分 . 与 v 方 同 垂直 的 
分 量 可 以 证 明 为 零 . 计算 结果 为 : 每 秒 中 电子 所 放射 的 动量 等 于 


De 


i PA 
i it 人 一 起 [o Ce ) XT| (2.7) 


正 同 以 前 一 样 人 a 


@ (21.5),(21.7) 最 早 见于 Abraham， Ann. der Phys. 10, 105 及 14，326. 
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(3) 值得 指出 ,我 们 可 以 用 男 一 个 方法 计算 出 以 上 的 结果 

没 4 点 为 电子 在 时 刻 所 在 处 , 令 S51 为 以 4 为 中 心 ,以 某 一 个 大 数 工 
为 半径 的 圆 球 ; 设 B 点 为 电子 在 tz 十 Az' 时 刻 所 在 处 ,Si 为 以 B 为 中 心 ,以 同 
一 个 数 工 为 半径 的 圆 球 . 讨论 在 时 刻 t 十 L/c 在 Si 内 的 电磁 场 的 能 基 UU ,在 
时 刻 十 At 十 L/c 在 Sz 内 的 电磁 场 的 能 量 Uz. 如 果 将 U1,U; 分 别 地 认为 是 
电子 在 t,t' 十 At' 时 刻 所 具有 的 能 量 ,那么 U1 一 U; 便 可 以 认为 是 电子 在 Az 
时 间 中 所 放射 的 能 量 . 


图 22 


很 显然 地 ,U1 一 Uz 乃 是 两 部 分 的 和 .一 是 在 Si 球面 上 在 自 1 十 L/c 至 
t' 十 Azt' 十 L/c 的 一 段 时 间 中 的 能 量 流动 . 另 一 部 分 是 两 个 球面 S1 ,Ss 所 包含 
的 体积 V1,V; 的 相差 体积 中 的 能 量 . 更 正确 地 说 ,这 一 部 分 是 图 22 中 月 形体 
积 CGEH 中 电磁 能 量 减 去 月 形体 积 CDEF 中 的 电磁 能 量 . 第 一 部 分 等 于 


C 1 nN 。 -| 1 ! 
| 大 外 xH'") df = |£(E )*0 AR", (21. 8) 
第 二 部 分 等 于 
Me | 于” hs H™) dfAr; (21. 9) 


两 项 的 和 正 是 (21. 2) 式 . 这 两 项 的 和 因此 与 所 选择 的 工 的 值 无 关 , 只 消 工 是 
一 个 大 数 , 使 E,H 几乎 全 部 为 E”",H" 便 行 . 

可 以 用 同一 方法 来 讨论 动量 的 放射 . 动量 放射 依照 上 面 的 讨论 ,也 分 两 
部 分 ,第 一 部 分 为 


hal , 有 2 } 
上 去 CE + oz (B+ HOT). dj 
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Wl We ; 
3 me day, (21. 10) 
男 二 总 让 是 
J 
We 2 Rv dfAar (21. 11) 
47C R 


两 项 的 和 正 是 (21. 6) 式 . 


以 下 几 点 ,值得 指出 。 
(i) 在 $3 中 ,能 量 在 S$ 面 上 在 一 秒 中 的 流动 是 


ea 二 a (21. 12) 
4 


与 (21.2) 式 中 所 决定 每 秒 中 的 能 量 放射 不 同 , 所 差 的 是 被 积分 项 
的 一 国定 
(1] — wv R/cR). 

初 看 时 可 能 觉得 (21. 12) 必 然 是 正确 的 ,因而 (21.2) 是 错 的 . 事实 
上 ,(21.12) 所 讨论 的 是 在 场 点 ( 即 面 $$ 上) 每 秒 中 能 量 的 流动 ,而 
在 dS 面 上 一 秒 中 所 流 过 的 电磁 场 ,不 是 电子 在 一 秒 中 所 放射 的 电 
磁场 . 令 面 元 dS 取 在 (zx,y,z) 点 附近 ,一 秒 中 在 dS 上 流 过 的 电磁 
场 , 力 是 电子 在 (zt* /3i) 时 间 中 所 放射 的 电磁 场 . 因此 电子 在 一 秒 
中 所 放出 的 电磁 场 , 在 面 元 dS 上 流 过 需要 1/ (3r* /931) 的 时 间 . 
此 电子 在 At' 时 间 中 的 放射 ,应 为 


£|E x H): 人 5 


(Bt* /ai) 万 是 (R/AS)  ，( 见 16. 24), 因 此 上 式 成 为 


C I 2 De 
NE cR 


je, 


与 (21.2) 相 同 . 

这 样 的 动量 的 讨论 是 相似 的 ,在 此 不 拟 重 复 . 

(ii) 在 本 节 (3) 中 ,能 量 放射 认为 是 Ui 一 U2. 在 此 必须 强调 指 
出 ,Ui 力 是 5S1 圆 球 内 电磁 场 在 zt' 十 LYc 时 刻 的 能 量 ,而 不 是 Si 
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球 内 电磁 场 在 # 时 刻 的 能 量 . 同样 ,U; 也 不 是 S; 圆 球 内 电磁 场 在 
t' 十 Az' 时 刻 的 能 量 . 如 有 果 将 Ui,U; 认为 S1,S; 圆 球 内 在 ,十 Ar 
时 刻 的 能 量 , 那 么 Ui 一 U; 与 (21.2) 不 同 . 

(ii) (21.7) 同 (21.5) 的 动量 能 量 乘 上 (1 一 BF) 后 ,将 在 讨 
论 相对 论 时 ,被 指出 是 一 个 四 维 空间 的 矢量 的 分 量 ,那里 我 们 非但 
由 它们 的 值 直 接 证 明了 它们 是 一 个 矢量 的 分 量 , 并 且 将 由 它们 所 
代表 的 物理 量 的 性 质 ,证明 它们 确 是 一 个 矢量 的 分 量 . 详细 讨论 见 
本 书 第 二 部 . 与 此 相反 ,(21. 12) 与 相应 的 动量 式 子 不 合成 为 一 个 
矢量 . 

(iv) 最 后 必须 指出 , (21.7),(21.5) 力 是 在 一 个 极 大 的 球面 
上 的 放射 (或 在 t 一 # 极 大 的 情形 下 所 观察 到 的 放射 ). 事实 上 我 们 
可 以 讨论 在 以 电子 为 中 心 的 一 个 极 小 的 圆 球 上 的 放射 (或 在 t 一 + 
为 极 小 的 情形 下 所 观察 到 的 放射 ). 这 个 讨论 将 在 第 三 部 中 过 到 ， 
与 狄 拉克 的 电子 运动 方程 一 起 讨论 . 
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这 一 章 讨论 多 极 放射 ,与 其 他 章 的 关系 较 小 , 初 读 此 书 时 可 以 
精简 . 首先 讨论 广电 学 中 一 组 电荷 所 产生 的 电势 . 
以 前 已 经 提起 ,一群 静 止 电 荷 所 产生 的 电场 E 等 于 一 Vg, 而 


大 三 | OE ,Cd /Re (22. 1) 


a ee 
SS) Cr Ro 
中 在 某 一 个 区 域内 ,而 讨论 在 区 域外 某 点 上 的 电势 . 令 (x zyzo) 
为 区 域 中 一 点 , 称 


分 别 为 R,V,V',Y ,得 


1 | 2 9 二 | 
A 有， 
R。 二 | i en oz) R 
We 9- | 3 
ee 
+ 二 | .6 a Rt 


Bl ee ay Wl El 
vy VO st 22) 
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在 此 处 ,必须 指出 V' 符 号 仅 作用 在 R “上 (不 作用 于 XY 上 ), 因 此 
政权 好 写 为 


Rt DD 
因此 ,如 果 称 
| “eav。 = es Jedvs = 
“eav 一 户 ，，…， (22. 3) 
便 得 了 
人 过 二 十 … 


@ 
式 中 的 po 即 是 总 电荷 , 式 中 的 (pi,pz,ps) 将 称 为 偶 极 矩 ，p; 等 将 
称 为 四 极 矩 ，p,; 等 将 称 为 八 极 矩 ,等 等 .所 以 有 此 名 称 乃 是 因为 
两 个 点 电 答 在 适当 情形 下 所 产生 的 电势 在 二 处 的 最 主要 项 属于 
(22. 4) 右 方 第 二 项 的 类 型 ,四 个 点 电荷 在 适当 情形 下 所 产生 的 电 
势 在 远 处 的 最 主要 项 属于 (22. 4) 右 方 第 三 项 的 类 型 ,等 等 . 事实 
上 , 当 两 个 点 电荷 为 十 e, 一 e， 一 e 放 在 (xi;,zs;,x3) 点 ， 十 e 放 在 
(zi 十 L000 ,zy 十 L212 ,zw 十 人 9) 点 ,它们 依 寻 常 习惯 称 为 偶 极 子 , 带 有 
侦 极 矩 el ,而 它们 所 产生 的 电势 为 

1 


e 9 。V') 性 0 VN 。V') 时 全 页: (有 2 .5 


上 和 式 第 一 项 , 亦 即 在 无 穷 远 处 最 主要 的 一 项 ,与 (22. 4) 右 边 第 二 项 
同一 类 型 . 讨论 两 个 同样 的 而 方 铝 相反 的 偶 极 子 , 际 方 加 的 问题 
外 ,与 上 相同 ; 亦 即 一 个 偶 极 矩 为 十 el ,一 个 偶 极 矩 为 一 e1”. 将 
第 二 个 偶 极 子 的 十 e 放 在 (zi,zz,zs) 点 ,第 一 个 偶 极 子 的 一 e 放 在 
(zi 十 02 ,zs 十 2 ,zs 十 人) 点 ,那么 这 四 个 点 电荷 所 产生 的 电势 为 


e CE V') EE cu . LOA 3 V') 中 -有 
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es 0 a | 
2 ye Va! ye | 去， 
(22.6° 
在 无 穷 了 的 最 主要 项 是 
A -V 二 《2 7) 


同 (22. 4) 右 方 第 三 项 同一 类 型 . 

事实 上 ,如 采 只 讨论 最 主要 项 ,将 两 个 电荷 十 e, 一 e 放 在 
(zy ) 点 附近 (它们 相互 间 的 距离 依旧 称 为 广 ) ,电势 在 极 远 
处 的 最 主要 项 即 是 (22. 5) 中 第 一 项 . 因此 侦 极 子 的 电势 的 最 主要 
项 与 (22. 4) 右 方 第 二 项 同一 类 型 . 将 两 个 侦 极 和 矩 大 小 相同 而 方向 
相反 的 偶 极 子 放 在 (zx',y ,z') 点 附近 (两 个 偶 极 子 的 距离 依旧 称 
为 1™), 电 势 在 极 远 处 的 最 主要 项 即 是 


”OY (22. 8) 


式 中 p “是 侦 极 子 的 偶 极 矩 . 显然 ， (22. 8) 与 (22.4) 右 方 第 三 项 是 
同一 类 型 . 称 以 上 的 四 个 电荷 为 四 极 子 , 称 上 式 中 V; Vi 的 系数 
因为 四 极 矩 (这 样 定义 下 来 的 四 极 算 为 一 张 量 ) ,将 两 个 市 有 大 小 
相同 而 符号 相反 的 四 极 窍 的 四 极 子 放 在 (x ,y',z') 扣 附近 ,距离 
为 六 ,那么 电势 在 远 处 的 最 主要 项 为 


Ce yr Vv) 去]， (22. 9) 


与 (22. 4) 右 方 第 四 项 同一 类 型 . 这 样 的 八 个 电荷 称 为 八 极 子 . 以 上 
说 明了 什么 叫做 偶 极 子 ,四 极 子 , 八 极 子 , 等 等 ,同时 说 明了 这 样 组 
成 的 电荷 组 的 电势 在 远 处 的 主要 项 ,分 别 地 与 (22. 4) 中 的 各 项 同 
一 类 型 ,因而 说 明了 为 什么 将 (22.4) 中 的 p;,pi,pix 分 别 地 称 为 偶 
极 和 矩 ,四 极 矩 ,等 等 . 

G8 (020999 (2 双 中 省 项 有 二 个 壮 别 > 即 《2234》 中 有 


记 ; 引 等 字样 .为 一 致 起 见 ,我 们 称 (22. 8) 中 的 张 量 1?p" 的 二 倍 
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为 四 极 矩 ，(22. 9) 中 的 4 如 的 六 倍 为 八 极 矩 ,等 等 " 
必须 指出 ，(22. 4) 中 的 


9 网 1 市 
ee dl 司 Co 
各 项 ,并 不 都 是 独立 的 . 同样 
3 | a 
Eee eal (C22 11) 
也 不 都 是 独立 的 .理由 是 : 这 些 项 都 是 


V22D 王 0 2 的 
的 解 , 而 像 R“f(0,9) 的 解 , 只 有 
Rr” Pos 0)cos 20， R= (cos 0)sin 29, 
| Ocosw, R ‘Py(cosO)Sing,  RTP (cos0) 
(2 13) 
五 个 .在 上 式 中 , P”,P, 力 是 关联 寺 让 德 (Legendre) 函 数 及 勒 让 德 
国 数 .它们 的 具体 形式 为 
一 


上 

P73 EY, = "Db, on0e68y, 
BD si 0 

和 方 (5cosz0 一 Se 


Ps sin0(15 cos’ 0 — 3), 


Bp 三 
等 等 .因此 在 (22. 10) 的 六 个 项 中 ,有 一 个 线性 关系 ,在 十 个 不 同 的 
(22. 11) 式 中 ,有 三 个 线性 关系 . 事实 上 ,在 下 面 的 导数 中 , 取 


Q@@ 参阅 J.A. Stratton: Electromagnetic Theory ,第 三 章 § 3. 12. 
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Gy a 过 ) 在 原点 9 


Ee | i 

xz/ R Oz RR Re = 
RS 一 3cos20) 一 十 2， 

2 ] ,> 

BR RR 


1 . 
一 一 Ri1 一 3sin20sin2 9) 


] 
ES FSCP2 十 P; cos 29)， 


1 
三 一 Rl 一 3sin2 0cos’ 9) 


] 
一 一 Ri CP2 一 P; cos 20) ， 


9 2” 4 x 3 
az'azx' R azorR R | Rn 9 


OBE 


二 二 一 一 一 二 = {sin? 0 cos psin 9) 


证 明了 各 种 不 同 的 (22. 10) 乃 是 (22. 13) 的 线性 组 合 , 证 明了 各 种 
不 同 的 (22. 10) 中 有 一 个 线性 关系 . 事实 上 ,这 个 关系 即 是 
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ll 
oz'* R 3'sR Oy Rk 

在 (22. 4) 式 中 ,我 们 时 党 将 9/9x', 9/9y ,9/9z' 等 换 为 
(B/DrY /O/BG205 得 


一 0. 


Dw 2 
a 之 rr RPR 


1 


根据 》 16 的 讨论 ,以 上 的 讨论 对 于 有 稳定 电流 而 电子 速度 wv 比 ec 
小 得 多 的 情形 也 有 效 . 
在 电荷 所 在 区 域 以 外 ，V ?gp 一 0, 因 此 9 必然 取 下 列 的 形式 ， 


9 一 2 二 (4 P， (cos 0)sin MD B,,P” (cos 0O)cos mgp}, 


7 一 0 


式 中 4,B 是 常数 . 直接 地 目 (6,7,5) 求 出 4 及 五 ,是 可 能 的 ,方法 如 下 . 
Ds yy 2 个 天 人 二 
812 十 经 为 o2 ,又 称 矢 量 r> 及 矢量 5 所 成 角 为 9 ,得 山 


/ 
当 2 二 Pi(cos OL 7 
| 6C22 1 
R. = 3 工 | Pi(cos 0), o>r. 


又 引 入 (x,y,z) 的 球面 坐标 (r,0,9),(&,7,5) 的 球面 坐标 (co,a,B) 得 乌 


人 a 
P,(cos 0) = > A DJ)Pi (cos 0 16) 
m=—! 


以 622.16) 的 ;Pi (cesG@) 代 入 (22.152 ,再 以 (22.15) 伐 六 (22.1) 注意 当 取 大 
值 时 ,我 们 可 以 假定 ”>c, 获 得 
全 a img 
= Be i (cos 0O)e 
(eravsin a da dp plo,a, PPI™ (coOs me? | 2 17) 


这 即 是 我 们 所 求 的 式 子 . 


© Whittaker and Watson: Modern Analysis, § 15. 1，p. 302. 
国 同 书 8$15.71，p. 328. 
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3 23 稳定 电流 的 磁场 


讨论 限制 在 一 个 固定 区 域内 对 时 间 不 变 的 电 衔 密度 、 电 流 所 
产生 的 磁场 . 在 区 域外 一 点 , pv 二 0， 


本 
Ee 23 

VXxX8H=—cec a = 

因此 
H =—V 9 
下 (23. 2) 
V‘p=0 

因此 2 必然 为 


> ,P7(cos 0)[4w cos mg 十 Bs, sin7zzp]R- 2 (23.3) 
的 形式 , 亦 即 为 
py 一 Dm. 吉 充填 a (0 4d 
的 形式 . 在 上 式 中 R 代表 区 域 中 某 一 点 (x',y ,z') 至 区 域外 场 点 
的 和 天 量 . 
由 以 上 ,可 以 看 出 磁场 可 以 分 为 许多 部 分 ,一 部 分 好 像 是 磁极 
所 产生 ,一 部 分 好 像 是 磁 偶 极 子 所 产生 ,一 部 分 好 像 是 磁 四 极 子 所 
产生 等 等 ,情形 正 同 静 电学 中 电 傈 组 所 产生 的 电场 一 样 .让 我 们 由 
已 知 的 pv (或 旋 计 算 (23. 4) 中 的 ma. 在 这 样 的 计算 里 我 们 将 证 明 
7770 一 0。 
也 知 
H=V x Ah, (3 95) 


A = | dE,9,6) /RodV: (CE 
运用 上 市 的 符号 ,将 1/R 写 为 
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本 Ny) LL 
Fi Wr 人 
代入 上 式 , 得 
4 Eg ys ss 惠 2 革 。。 ， 
ch 工 | 
3 富 | > 


(二 由 . 5 1 2 
WE le V') AdY， (23. 8) 


cor le | | . 1/ 1 
4 = 交 |70 VD) V' 二 dy， 


值得 提醒 一 下 ,在 上 式 中 , j 乃 是 7 的 函数 , dV 仍 是 d7Y1d7sd7;， 
R 及 V'R“ 等 在 积分 中 的 地 位 是 参数 . 因 V， jc | /RYav 
可 以 化 为 面积 分 ,因此 让 j 在 电荷 区 域 表 面 等 于 零 后 ,得 4” 二 0. 
证 我 们 计算 n 宇 1 的 4”. 设 
B se CD Oe CR) 
式 中 共有 ?7 一 1 个 (ZY。V') ,那么 
一 li * B)dV. (23=10) 
V* j==0, 我 们 令 j=V XG (V 力 是 对 71,7;,7 取 微 商 的 算 子 )， 
得 
io :Bav= [Vx OO Da 
a |6 有 JacG x BYdV. (23.11) 
为 一 方面 ; 义 可 得 
Yo pj [by 站 -pjdv 


a |6 .¥ x (By)dy 


164 电动 力学 及 狭义 相对 论 


=|6:[- Bx VY+Y x Bdv. 
V x B=—V’X VO :YD ,VOR 
=— DV XY VR oy IR 一 0， 


一 
dn 


bag) ee | Xr HV jc 一 
(注意 上 面 的 BY ,Y x (BY ) 等 都 是 并 矢量 . ) 因 此 


|>G 二 = | . BydV. (23. 12) 
因此 
ii sd 全 全. BB Sb 
” Nn in 
i 
二 el 又 Ba (23. 13) 
引入 对 zx,y,z 的 算 子 Y. 因 


得 


(n) __ eee . 直 
A i es xX VO DY DY WD zd. 


(23. 14) 
所 以 
I 
Va (nH Te 
淡 |vx (0 X J) XX VOY Vy “WD 去 |dv 
RR 


nC 1)” mw .Wy 1 
= 于 | XD DY DY DTA 


3 二 |av. (23. 15) 
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RO0FV2R “=0y 有 所 以 
VX A™ 一 一 Vopo， 
Cn) n(— 1)” 
人 (7 十 1)c 


72 


“XS Ye 


|® XD :VY DY Dy 


|c A a dr 


(23. 16) 
式 中 y 共 出 现 ” 次 , 亦 即 是 说 在 上 式 中 有 (2 一 1) 个 (YY。V'). 对 于 
7 一 1 的 特殊 情形 ,得 
0 > > jdV | eV! a 
式 中 的 
ole x dv 

即 是 $ 10 中 的 m( 见 (10.29) 式 ). 

如 果 我 们 令 电 流 在 线 状 导线 中 流动 ,证 明 也 是 极 易 的 ;情形 如 
下 .由 于 V. /一 0, 我 们 可 以 将 电流 认为 在 许多 个 封闭 电路 中 流动 
(它们 可 以 部 分 地 相合 ), 而 在 每 一 个 电路 上 的 各 点 的 电流 i 是 相 
等 的 . 显然 地 ,我 们 可 以 先 讨 论 一 个 如 此 的 封闭 电路 上 的 电流 所 产 
生 的 4, 五 ,而 后 对 各 个 电路 取 和 . 对 于 一 个 如 此 的 电路 ， 


(n) _ 了 1 x A 二 
A 二 |dto VC .VD… 克 ， 
称 含有 (一 了) 个 (Y。V' 的 
7 I / 5 过。 
V'O :VIO VOD 
为 BB, 得 
4o) 一 iy . 万 
人 


现在 


ao . 及) 一 |as 0 ,Sn NES xB 


7 9 
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| cd ee | -We |as .¥ x (BY) 


ds vxBY+|Bxds. vy 


= |B x ds 
因此 
| ”cd spi a dy a 
因此 
(n) 区 入 La 1 
A “(|ary ， B) | “cdr ， 证 
= a aD x 
J / / 2 
二 
wa SA .rry 。UW 工 
I 生 (重症 0v 人 站 全 
因此 
0 和 .Wly.DL 
VxA i VVO .WO0 DR 
因此 


VX A™"=— V9”, 


7 1 本 2 
| V'O VD)…(Y .VD) 运 ， 


与 (23. 16) 实 质 上 完全 相同 . 
(33. 16) 可 以 写 为 (23. 4) 的 形式 . 由 于 ”=03 反 | 着 图 | 
mo 二 0. 这 是 必然 的 . 其 次 》 引入 一 个 符号 Eijk ,定义 为 


€l23 一 €231 一 €312 一 ]， 


和 


€l32 一 €321 一 813 一 一 |， 


€l12 一 6113 一 €221 一 … 一 0， 
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Si = 


( 亦 即 当 下 标 有 两 个 或 两 个 以 上 相等 时 , ein 即 是 零 ). 这 样 ,我 们 可 
以 将 两 个 矢量 A,B 的 矢 积 AXB 的 i 分 量 写 为 


2 24 有 
用 这 个 办 法 ,将 9” 写 为 
2 (1 


MK ee SA aes 
(n+ 1)c ex ee i yO, Os Oro RY 


~ 
du 


n . 
Mimm.i®) 一 72 1 | Yj ee YdV. 


这 便 是 所 需要 的 结果 . 
如 果 我 们 要 求 类 似 (23. 3) 的 结果 ,那么 我 们 先 将 H 写 为 
vx | 二 dv: Ee pa x VR 
= 二 | 关 x veRdVe = IV XD Re; 

再 以 2 -Picos @) 

代替 (1/Re). 为 求 9 起 见 , 我 们 利用 2 等 于 任何 目 无 穷 远 至 > 的 线 积 

本 |u . dr 
的 性 质 . 取 线 积分 中 的 线 为 沿 一 r 方 癌 的 直线 , 目 无 穷 远 处 至 > 点 ,得 


9 二 一 | Ho,dr 


7 
r 0 
a > riPi(cos QO) 


r 


= |v ve P(eos po 
用 0,9? 表 出 (r/r), 将 (22. 16) 代 替 Pi(cos @) ,再 将 所 有 的 含有 0,9 的 项 表 为 
Pm (cos 0)cos mq 同 Pm (cos 0)sin mg 的 线性 组 合 , 即 可 获得 所 需要 的 结果 .这 
个 结果 不 在 此 写 出 . 
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$24 多/ 极 放射 


现在 讨论 一 群 电 荷 在 一 般 情 形 下 ( 即 在 有 任意 运动 的 情形 下 ) 的 放射 . 惟 
一 的 假定 是 诸 电荷 集中 在 茶 一 个 固定 区 域内 ,而 我 们 所 考虑 的 乃 是 离 此 区 域 
很 远 的 一 点 上 的 电磁 场 . 


计算 的 出 发 点 是 
dr joy 二 ws (24. 1) 
ee NG,05t Ee (24. 2) 


式 中 了 即 是 以 前 的 pv,R: 是 (6,7,5) 与 (x,y,z) 间 的 距离 . 和 完 讨论 p. 利用 
(15.9), 可 以 将 p 写 为 


ik(#' —itt+ R,/c) >"“ 坟 
Jecé,n,s,)e “dr dk = 
因此 得 


PT, Ys,1) == Be pW dh, 
Oh Cy ;之 ) 一 (aici 六 dye， (24S9 


oR A 7, Cs £' )e* dz'. 


(27) 
我 们 的 问题 乃 是 自 oC,7,5,2') 中 求 p46,7,6) ,由 p44§,7,6) 求 g(x,y,z), 骨 
由 gi《x,y,z) 中 求 p(x，y,z,2). 如果 已 知 
we We (24. 4) 
式 中 总 为 一 常数 ,而 p,(&,9,5) 为 (65,7,5) 的 某 一 个 函数 ,那么 
pi(€,0,8) = (2n) Ok — 6)p,(€,7,6). 
自 这 样 的 ps 去 求 gi, 再 去 求 w 便 获得 了 
G(X, YZ t) 一 | RdVe (24. 5) 


(24. 3) 中 的 gp 在 事实 上 只 是 在 o 等 于 “各 种 不 同 0 的 (24. 4) 右 方 所 构成 的 
和 ”时 的 w 亦 即 是 相当 于 各 种 不 同 6 的 (24. 5) 式 所 构成 的 和 . 
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因此 问题 只 在 怎样 由 pi 求 出 gi. 在 电荷 的 固定 区 域 中 取 一 固定 点 作为 
原点 , 称 此 时 电荷 的 直角 坐标 为 (% ,7;,7) ,球面 坐标 为 (oc,a,B), 称 场 点 的 直 
角 坐 标 为 (ziyzzyzs) ,球面 坐标 为 (r,0,9) ,又 称 矢 量 y,r 所 成 角 为 @. 现在 让 
我 们 援 用 公式 中 
(ee ) /Re = iC(k/c) >) C2n 十 DP, (cos @); (ko/c)H; (kr/e). 


2 一 0 
(24. 6) 
在 上 式 中 , J (z),H;(z) 分 别 地 代表 (x/2z)”“ 乘 上 贝 塞 尔 函 数 J,+1(z), 汉 


开 尔 函数 HG (z). 这 个 式 子 只 在 +>>o 的 情形 下 可 用 . (如 果 r<o, 须 将 式 中 
的 ~,c 对 调 . ) 援 用 了 这 个 式 子 及 (22. 16) ,我 们 便 获得 
了 = > 0)e"9 


(Oo lim|)! 


~ 


Jocese, BT; (ko/c)Pl™! (cos a)e dV. 


CO 
用 同样 的 方法 可 以 算出 hi(r,0,9). 
让 我 们 计算 出 (24.7) 中 的 开始 几 项 . 在 这 个 计算 中 ,我 们 不 再 写 出 pj, 9 
的 下 标 &; 同 时 又 将 k/c 换 为 ,使 公式 略 略 地 简单 一 些 .很 显然 地 , gp 的 起 初 
几 项 是 


e 帮 Cr ;OO 十 [erarj f(r,0,9) 


(errarj fstr,0,9 直 (24. 8) 
在 此 式 中 方 可 以 使 之 等 于 f;%. 在 此 式 中 , e 是 总 电荷 ， 
|exar， | mxxav， 二 (24. 9) 
分 别 地 代表 总 偶 极 和 矩 ,四 极 矩 ,等 等 . 在 计算 4 时 ,我 们 获得 
(fiav) gi(r,0,9) 十 (Pa gy(r,0,9) + (24. 10) 


@@ ” Watson: Bessel Functions，Chap 11. (24. 6) 式 万 是 汉 开 尔 国 数 的 加 法 定理 
(addition theorem) 的 一 个 特殊 情形 . 第 一 类 及 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 均 有 它们 的 加 法 定理 
( 见 该 书 $11.41, p. 365 ,公式 (2),(3)), 由 这些 即 可 求 出 汉 开 尔 函 数 的 加 法 定理 . 


@ ”只 消 将 i 换 为 广 (fiz 二 fj) 即行 . 
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必须 指出 ,这 里 的 系数 

jiav, jxav， 0 (24. 11) 
同 (24. 9) 中 各 项 不 是 互相 独立 的 .事实 上 , 称 产 ,(ao/at)x 为 了 ，(3o/at) 的 傅 
里 叶 积分 中 e “的 傅 里 叶 系数 ,得 


藤 澡 六 (9p/91), 一 0， (2 
亦 即 
V* ji— ikp,= 0. 
将 下 标 & 省 略 ,得 
Vo]~ 1kp = 0. 
因此 
Jerav= | YdV = ME 语族 地 7 dV 
i 
2 民居 (24. 13) 
亦 即 
jiav 和 后 | oYdv. (24. 14) 
(24. 13) 亦 可 以 用 矢量 写 出 ， 
jexar = | Wy = 一 | 兰 A 让 | JaV， 


即 是 (24. 14) 式 .同样 ， 


[oYav= | ee a 
= |- a VY) HY + v7)] 


= > 和 和 (24. 15) 
因此 
| ， li dV 


等 中 有 相互 关系 .在 (24. 9), (24. 11) 中 所 明显 地 写 出 的 四 种 积分 中 ,我 们 将 
利用 (24. 14) , (24. 15) 两 式 消 去 一 部 分 ,使 得 在 最 后 的 E,H 式 中 ,只 有 下 列 
几 种 出 现 : 
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|erav je dV， 


| Qj — ida, 


(24.17) 力 是 磁 侦 极 子 


+ 
i pe se 


的 各 个 办 强生 上 26. 


He (k'r) = (— i/k'r)e™”, 
% / i 二 | 二 ik'r 
Hi (GR) 2 pn 1 = a ee ， 


H: Ck'r) = (2+ 访 王 ] ewr， 


R1202 
31 * 


Ju (k'o)=1C— 
0 2k'ol 二 一 | 
1 31 9 


2 
1 3 


JJ 全 


Peleos®) = ]s 


Pi(cos @) = cos © = (ZI 十 zz 十 X373) /ro’, 


P, (cos ©) 广 (3cos:@ 一 1} 


Se Tm 


算出 gp 及 4 的 分 量 4 分 别 为 ; 


i Ee ib! 
e+ 二 pje* [一 壬 + 


r r 


12 1k’ 


a 


J /rp 


-二 | 


272 


本 可 区 


六 ik!’ 3 
1 
: J 
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(24. 16) 


2 A 


(2 


(24. 19) 


(24. 20) 


C2421) 
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+ mx)e 一 时 十 寺 ] 寺 …; C24. 22) 


式 中 p; ,pi 代表 (24. 16), m 代表 (24. 18). 在 导出 上 式 时 ,我 们 曾 用 了 
[rav := {| 二 0 + Ya + [VY -YDpav)- 
二 | 要 去 |oYYdv -| 汪 We x dV x | 
要 | EE iloYYdv -| Ex 


的 式 子 . 无 疑 地 ，(24. 21), (24. 22) 右 方 含有 高 次 项 ,而 这 两 个 式 子 是 否 合 
用 , 亦 即 ,4 的 展开 是 否 有 效 ,在 乎 高 次 极 矩 的 影响 是 否 可 以 忽略 . 这 又 在 乎 
以 下 两 点 : 第 一 , J * 函数 能 否 以 (24. 20) 中 最 初 几 项 来 代替 ;第 二 ，(24. 6) 中 
的 高 次 项 能 否 忽略 . 第 一 点 所 需要 的 乃 是 , &' 习 上 电荷 区 域 的 宽度 ( 即 区 域 
的 纵深 度 , 横 深度 及 高 度 中 的 最 大 的 一 个 ) 比 1 小 得 多 , 亦 即 
k'a<<1; (2 23) 
其 中 a 代表 区 域 的 纵横 深度 及 高 度 中 的 最 大 数 .但 &*==k/c, 而 是 健 里 叶 波 
的 频率 乘 上 2x, 因 此 c/k 乃 是 (2x) ! 乘 上 波长 4, 因 此 上 式 即 是 
2na/A < 1, 
或 
a A/ Wr (24. 24) 
第 二 点 的 研究 是 比较 麻烦 的 .但 如 果 我 们 只 研究 在 极 远 处 的 w, 我 们 可 
以 极 易 地 证 明 在 (24. 24) 满 足 时 ,高 次 项 的 影响 是 可 以 忽略 的 .事实 上 ,不 难 
证 明 , 电 的 2” 次 极 抢 所 产生 的 人 


so 9) 让 i 十 c2(0,D) 所 a 7D 全 和 (24. 25) 


式 中 的 ci1,cz，… 只 与 极 矩 大 小 及 角 0,p 有关, 而 同 A ,> 无 关 . (电极 和 矩 所 产生 
的 4 也 有 类 似 的 式 子 . ) 要 证 明 pg 必然 取 以 上 的 形式 ,只 消 用 量 纲 来 考虑 ; c 
等 的 量 纲 是 L",k' 的 量 纲 是 L '. 因 此, 如果 只 考虑 x 项 ,那么 只 消 (24. 23) 
满足 , 便 不 难 证 明 当 ”逐渐 增加 时 ，(24. 25) 中 含有 x 的 一 项 逐渐 趋 近 于 
零 ; 当 ? 取 极 大 值 时 它 便 可 以 忽略 . 对 于 电磁 矩 所 产生 的 4, 磁 和 矩 所 产生 的 
4, 我 们 有 同样 的 情形 ,不 必 重 复 讨 论 . 
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(24. 25) 同 时 指出 ,如 果 讨 论 全 部 空间 的 w 即 不 限制 > 为 大 数 , 那 么 无 论 
&' 是 如 何 地 小 ,我 们 都 不 能 忽略 高 次 极 矩 的 影响 . 事实 上 c1(0,9) ,cs(0,9),… 
只 与 电荷 在 区 域 中 的 分 布 有 关 ，ci 在 一 般 情形 下 不 等 于 零 ,因此 无 论 丸 是 如 
何 地 小 ，(24. 25) 不 等 于 零 . 

由 (24. 21), (24. 22) 求 出 的 E,H 是 


Boe=> Et Et Ei Ew +. 
(24.20) 
H=H:-+H:ri+HriHytt…, 
Ei = 二 (一 这 十 二 | 
(2 27) 
H, = 0， 
Ek’'2 ik! ] i 
De 
a RB 31k' 志 | ik'r 
十 Cr。 也 ) ;| 2 本 (24..28) 
* Be 咯 wr 
Bowes | , 
12 “i 
es 
r r 信 
12 pl 
Hs = m( 生 eS 二 Vew (24. 29) 
大 r r 


+ em 三 (一 所 2 3 |ew, 
(E1 ,Hi1),(E1 ,Hi),(Er ,Hi ) 分 别 是 总 电荷 , 电 偶 极 矩 , 磁 偶 极 矩 所 产生 的 
电磁 场 . 至 于 电 四 极 矩 所 产生 的 电磁 场 , 则 由 于 用 矢量 来 描写 较为 不 便 , 所 以 


用 分 量 来 写 出 . 称 这 些 电磁 场 为 Ev ,Hw， 


ik 31k' 2 ik'r 
(Ew);=— : paz ( — G7 有 加 各 | 
1 ik’'3 1 k'2 2ik! 3 村 
人 
ER 
-Doan 


(Hs );= a en(9A1/97)) 


8 r 


1 1k’ 1 ik'r 
Fk po | cn Le 
A 
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由 以 上 (24.9) 与 (24. 11) 中 的 关系 的 讨论 ,可 见 磁 偶 极 和 矩 与 电 四 极 窍 的 大 小 
是 同 级 的 ,它们 的 影响 是 同 级 的 .同时 自 (24. 28) 与 (24. 29) 又 可 看 到 电 及 磁 
偶 极 矩 所 产生 的 电磁 场 E,H 是 相似 的 ,单位 电 候 极 矩 所 产生 的 EE,H 的 值 ， 
除了 一 个 符号 上 的 不 同 外 , 正 是 单位 磁 偶 极 矩 所 产生 的 且 ,E 的 值 . 

在 寻常 的 讨论 中 ,我 们 常 自 第 8 节 中 的 极 化 矢量 P 及 赫兹 势 厅 开 始 , 求 
(8.7) 中 万 的 解 ,得 

Re 


= Nk a ed 
凡生 | P| 2 : Re 


@ 
再 由 此 求 EB,H. 计算 时 也 是 将 厅 ,P 写 为 :的 信里 叶 积 分 ,得 
,于 | Ee 
个 Re 


也 再 将 (e”* )/Re 展 为 (24. 6) 中 的 级 数 . 这 样 的 方法 有 一 个 缺点 , 即 我 们 要 
求 PP 只 在 某 一 个 固定 区 域 中 不 等 于 零 ( 如 此 方 能 应 用 (24. 6) 式 ), 而 事实 上 当 
PPV 集中 于 茶 一 个 区 域 D 内 而 总 电荷 不 等 于 零 时 , P 不 可 能 集中 于 任何 一 
个 有 限 的 区 域内 . 为 证 明 这 一 点 ,假定 P 集 中 于 一 个 区 域 D' 内 . 取 一 个 区 域 
D" 包 含 了 TD'. 在 D" 的 表面 S$" 上 , 已 等 于 零 . 因此 


| P.dS 一 0 
因此 
| ye PdV = 0, 
Dy 
亦 即 


| ear 3 


因此 如 果 假 定 P 集 中 于 一 个 区 域 D' 内 ,任何 包含 D' 的 区 域 中 的 总 电荷 等 于 
零 , 亦 即 是 说 ,全 部 空间 的 总 电荷 等 于 零 ; 亦 即 是 说 , 已 集中 于 一 个 区 域内 的 
情形 相当 于 一 个 特殊 情形 一 一 全 部 空间 总 电荷 等 于 零 的 情形 . 因此 如 果 电 和 荷 
集中 于 一 个 区 域内 而 总 电荷 不 等 于 零 ,我 们 不 能 假定 PP 集中 于 一 个 区 域内 . 
这 一 点 也 可 以 由 下 面 的 一 个 特殊 情形 看 出 . 如 果 只 有 一 个 静止 电荷 ,在 
(§,7,5) 点 ,那么 P 的 一 个 可 能 值 邑 是 
— ele(z — 6(y — NO(z ~— 6). (24. 30) 
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(上 式 的 散 度 是 一 e6 (x 一 和 6(y 一 7)6(z 一 ,对 时 间 的 积分 是 零 . ) 由 (24. 30) 
可 见 虽 然 o 集中 于 一 点 ,了 的 值 到 处 不 等 于 零 . 
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以 上 的 讨论 虽然 是 一 般 性 的 ,但 应 用 起 来 极 不 方便 ,因为 它 
要 将 O 作 傅 里 叶 的 分 解 ， 由 Ok 求 2 ,再 作 pk 对 有 & 的 积分 ， Pe 
谍 烦 . 只 有 当 2 以 一 定 的 频率 变化 时 ,以 上 的 讨论 才 简 单 合 用 . 

在 这 里 介绍 男 一 个 方法 . 在 实质 上 它 是 将 某 点 的 电磁 场 表 为 
各 个 电荷 在 某 一 个 共同 时 刻 ti 时 的 v ,多 ,… 的 函数 ,而 这 个 时 刻 
与 各 个 不 同 电荷 的 不 同 的 推迟 时 刻 相差 不 多 . 仔细 讲 来 ,情形 是 这 
样 的 . 

假定 电 答 等 都 在 一 个 固定 的 小 区 域 中 活动 . 取 原 点 为 这 固定 
区 域 中 的 一 个 固定 点 . 讨论 在 t 时 刻 离 区 域 极 远 处 一 点 (zi ,zz ,x3) 
的 电磁 场 . 我们 引入 ,定义 为 

tt =t— r/c, (2 
而 将 该 点 的 EE,H 表 为 各 电荷 在 t 时 刻 的 v ,2 ,等 的 函数 . 注意 
(25.1) 中 的 > 只 与 场 点 所 在 位 置 有 关 , 与 电荷 无 关 , 因 此 zi 不 是 各 
个 电荷 的 推 运 时 .但 由 于 电 答 在 一 个 小 区 域 中 , 它 的 直角 坐标 7， 
7;,7; 在 任何 时 刻 取 小 值 , > 同 
[Cz — 71))? + (xz CO— 70))? 十 (zs 一 33CG))2 7 

对 于 任何 上 而 言 相差 不 多 ,因此 二 同 各 个 电荷 的 推迟 时 相差 不 多 . 

严格 的 计算 要 援 用 $17 中 的 方法 ,但 这 人 引 方 法 过 于 元 长 ,在 
此 不 拟 援 用 . 较 简 单 的 方法 是 8 18 中 的 方法 ,而 这 是 我 们 在 此 要 
用 的 方法 .根据 这 个 方法 ,我 们 先 写 下 


BTS a 区 — t+ Re/c)Re dV.. 


(25a:2 
用 了 我 们 所 选择 的 原点 ,我 们 便 将 (6,7,6) 换 写 为 (7Y1,7Y;,7;). 将 
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刘 
一 P,(cos ©O) 


ls 


. ® 2 
1 + + + 25.3) 


7- 2 7- 
(0 一 2 十 ?2 十 73) 

(这 便 是 (22. 15) 式 ) ,将 Re 写 为 0 

Be | 2) crceos 9) 三 地 一 1 
(C 的 定义 见 本 页 注 Q_). 将 这 些 代 入 (25. 2) ,再 将 

(lt' 一 上 十 Re/c) 王 0G mt 二 r/c) 一 Cr Ycr) 十 …) 
(25. 5) 
展开 ,成 为 
OE 1 CY SO r/o)| 一 = | 


C7 


i Sh ne 
+ 一 + 十 r/c)| 一 本 | 十 《29. 6) 
逐 项 地 积分 , 便 获 得 
1 9 
9 一 A J .p(ti ) 十 i EA Do se 0 
式 中 代表 :一 >/c， 


楼 » 
elt ) = [ol 
pe ) = ol 一 工 jya， 


等 等 .可 以 指出 , e(z' ) 与 ti 无关 ,因为 e 力 是 总 电荷 ,应 该 与 时 刻 
无 关 . 同样 地 算出 
reyY 


Te 1 et 
J sal )dV 十 Ve OF 


dyY ， 


(25. 8) 


@ Whittaker and Watson: Modern Analysis, § 15.8, p. 329. 
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Lo a 
3 ee 有 dT (C25 0) 
因为 
Sa )Yav=— [(V* DYdy 
= |i :VYav = |7e yav, 
得 
a he 
|7c J C25. 10) 
用 同样 精神 ,可 证 明 
Ci 由 d 下 | + 
WZ )ydT| 宇多 (ec )yydT I+ i 
Cn 
将 (25.10),(25. 11) 右 方 代入 (25. 9), 忽 略 了 电 四 极 矩 ,得 
t 
sR C251 
C7- dt r 
由 此 计算 出 
a 9 = 5 
E= Rg 可 | 吉 3 5 r+ 2 站 4 
+ | 十 生 一 二 去 | 十 ……， (25. 13) 
Cc rr Cc rr 
rE 
Cc 7 r 


企 上 下 趾 D5D 等 代表 祖 对 的 一 次 及 二 次 公 同 5 册 在 (255 13》 
(25. 14) 中 它们 同 p,m 等 都 是 在 上 =t 一 r/c 时 的 值 . (25. 13) 式 
右 方 许多 项 都 是 极 芍 悉 的 ;第 一 项 是 电荷 的 静电 场 , 第 二 项 是 静止 
电 侦 极 子 的 静电 场 ,第 四 项 是 辐射 场 . 要 看 出 最 后 一 点 ,可 以 令 电 
何 为 一 群 点 电荷 ; 那 时 
p(tt ) = 7 )， pt)= 有 vu (tt ), 
(71) 
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交合 同人 

因此 (25. 13) 右 方 最 末 一 项 即 是 $16 中 vw 等 于 零 的 E". 在 (25. 14) 
右 方 的 许多 项 也 是 极 熟 悉 的 . 第 一 项 是 稳定 电流 的 磁场 ,第 二 项 是 
辐射 磁场 , 亦 即 是 16 中 w 等 于 零 的 如", 最 末 两 项 乃 是 静止 磁 偶 
极 子 的 入 磁场 . 

人 25. 13)(26314) 与 二 广 (5240) 的 第 果 形 垢 此 是 不 同 的 3 
这 是 由 于 所 用 的 方法 不 同 , 所 用 方法 的 近似 程度 不 同 之 故 . 就 应 用 
而 言 ,如 果 只 计算 低级 的 电磁 极 矩 的 放射 ,这 一 节 的 结果 比较 方便 
= 

这 一 节 的 主要 结果 为 : 如 果 只 讨论 辐射 , E,H 的 值 正 同 $ 16 
中 vw 等于零 的 Er,H' 一 样 ，Heitler 在 他 的 书 中 也 获得 了 同样 的 结 
论 , 但 是 他 用 了 男 一 个 方法 .这 个 方法 在 计算 ,BH 的 高 次 项 时 比 
本 节 中 所 用 的 方法 更 不 方便 局 . 


QD W. Heitler: Quantum Theory of Radiation, Chap.1 8 3. 
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在 第 一 草 $1 中 ,我 们 已 经 看 到 ,我 们 的 理论 还 缺乏 一 部 分 
一 一 电荷 运动 方程 . 这 个 问题 ,到 目前 尚未 完善 地 解决 . 要 全 面 地 
讨论 这 个 问题 中 的 困难 ,必须 叙述 比较 近代 的 关于 电子 运动 的 理 
论 ,而 这 些 理论 建立 在 相对 论 的 基础 上 ,不 能 在 这 一 章 中 叙述 . 
此 在 这 一 章 中 我 们 讨论 一 些 不 依赖 相对 论 的 电子 运动 的 理论 ;至 
于 建立 在 相对 论 上 的 (或 者 必须 用 相对 论语 言 的 ?理论 ,我 们 留 在 
ce 

首先 应 该 指出 : 如 采 将 电荷 的 分 布 认 为 是 连续 的 , 亦 即 假定 
空间 各 点 有 一 个 不 为 无 穷 大 的 密度 p, 电 荷 速 度 v ,再 假定 p,v 除 
了 适合 连续 性 方程 (1. 8) 外 ,不 受 其 他 限制 (运动 方程 除外 ) ,那么 
写 下 电荷 的 “流体 力学 运动 方程 ”( 即 类 似 流 体力 学 中 的 欧 拉 方 程 
的 运动 方程 ) ,是 紧 无 困难 的 . 但 这 样 的 工作 没有 实际 的 意义 ,因为 
用 了 这 样 的 运动 方程 后 ,由 于 电荷 ( 同 正 或 同 负 ) 的 排斥 力 ,在 解 中 
可 以 看 到 电荷 运 渐 分 裂 , 而 看 不 到 一 个 我 们 所 想像 的 电子 . (我 们 
所 想像 的 电子 乃 是 一 个 始终 以 电荷 量 。 集中 于 一 个 小 区 域 的 物 
体 . ) 换 句 话 说 ,一 个 如 上 所 述 的 “流体 力学 运动 方程 ,不 能 保证 一 
个 寻常 的 电子 的 不 分 裂 , 因 此 与 事实 矛盾 ,所 以 是 没有 实际 意义 的 . 

当然 ,我 们 可 以 引进 别 种 的 力 , 使 电子 中 各 部 分 始终 凝结 在 一 
起 而 不 分 裂 . 这 样 的 理论 在 此 不 拟 讨论 ,因为 一 方面 这 增加 了 理 


@@”H. Poincar€，Rend.， Pol. 21 (1906)129. 他 作 了 一 些 尝 试 ,但 也 未 具体 地 说 明 
用 什么 别 的 力 可 以 使 电子 不 分 裂 . 
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论 上 的 复杂 性 , 另 一 方面 并 不 能 具体 地 说 明 如 何 使 电子 不 分 裂 . 

另 一 个 办 法 是 给 电子 一 个 模型 ,用 少数 的 几 个 “几何 量 ” 的 值 
来 决定 电子 的 情形 ,再 写 下 这 些 几何 量 对 时 间 变 化 的 微分 方程 . 例 
如 将 电子 认为 是 一 个 点 , 那 时 点 的 坐标 (x,y,z) 便 是 所 需 的 几何 
时 3 
(x，y,z) 便 是 所 需 几 何 量 的 一 部 分 . 在 前 者 的 情形 下 ,我 们 只 消 写 
下 (zx,y,z) 对 时 间 变 化 的 微分 方程 , 便 确 定 了 电子 运动 的 规律 ;在 
后 者 的 情形 下 ,我 们 必须 假定 电子 内 部 没有 绕 中 心 的 旋转 , 方 能 使 
(zx,，y,z) 的 微分 方程 完全 地 决定 了 电子 的 运动 . 同样 ,在 洛 伦 兹 电 
子 中 ,如 果 我 们 假定 电子 各 部 分 的 收缩 率 只 与 电子 中 心 的 速度 有 
关 , 而 又 假定 电子 内 部 没有 绕 中 心 的 旋转 运动 ,那么 电子 中 心 的 坐 
标 (z,y,z) 对 时 间 的 变化 的 方程 , 便 是 运动 方程 的 全 体 . 在 这 一 章 
中 ,我 们 用 “给 模型 ”的 办 法 ,将 问题 简单 化 ,同时 假定 电子 内 部 没 
有 旋转 , 洛 伦 效 电子 各 部 分 收缩 率 均 匀 , 等 等 . 

首先 讨论 电子 的 “质量 的 电磁 学 说 ”. 先 讨论 “ 似 稳 情形 ”, 即 电 
子 中 心 的 加 速度 衬 及 了 , 立 ,… 等 都 是 极 小 的 情形 . 一 个 这 样 的 电 
子 的 速度 vo 是 几乎 不 变 的 . 它 所 产生 的 电磁 场 有 一 个 动量 G, 能 量 
U( 见 § 13,§ 14). 如 果 用 阿 伯 拉 汉 姆 模型 , G,U 的 值 见 (14. 19)， 
(14. 20); 如 采用 洛 伦 效 模 型 , G,U 的 值 见 (14. 11). 这 个 动量 与 电 
子 的 运动 是 不 可 分 割 的 ;如 有 果 电 子 速度 是 w , 它 的 电磁 场 的 动量 
便 是 CCo ); 如 采 电 子 速 度 改 变 , 成 为 v 十 Av , 它 的 电磁 场 的 动量 
便 改 变 成 为 Gl(w 十 Av ), 因 此 外 界 的 电磁 场所 施 于 电子 的 力 , 非 
但 供给 电子 机 械 动 量 的 变化 ,也 必须 供应 G (wv ) 的 变化 . (在 力学 
中 , 施 于 一 个 物体 上 的 力 ,供给 了 该 物体 动量 的 增加 . ) 由 此 可 以 看 
到 ,一 个 电子 的 运动 方程 应 为 

(1m) (f) 
Te 

式 中 G” 代 表 机 械 动 量 , G” 为 电子 的 电磁 场 的 动量 , F 代表 外 界 
所 施 的 力 . 令 E”,H" 为 外 界 电 答 所 产生 的 电磁 场 ,那么 下 等 于 


一 下， (26) 
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[ee i A (26. 2) 


在 电子 体积 上 的 积分 . 所 以 有 这 个 积分 , 乃 是 因为 在 此 我 们 讨论 大 
小 不 等 于 零 的 电子 ,例如 阿 伯 拉 汉 姆 及 洛 伦 效 模型 的 电子 ;将 来 我 
们 令 电 子 圆 球 半 径 或 电子 椭圆 球 的 长 半 轴 趋 近 于 零 , 便 附 带 地 讨 
论 了 点 电荷 . 当 电 子 体 积 不 等 于 零 时 , 外界 所 施 的 力 即 是 (26. 2) 
式 : 值得 指出 , (26.2) 申 的 .299 是 由 电子 所 产生 的 ,2, 在 电子 外 等 
于 零 , 因 此 (26. 2) 中 的 积分 区 域 , 可 以 换 为 全 部 空间 . 

BNC 0 (40 200 (CIM 的 GO R006 1); 得 


(1m) 2 2 
0 全 (二 0 3 lo Et _ 全 十 O 〇 (Vv,V,.…) |=F 
( 阿 伯 拉 汉 姆 模型 ) 
(6 
或 
yn U Es 
5 te 兴 )|=F 
( 洛 伦 效 模型 ) 
(D6: A) 
在 实验 中 ,我 们 证 实 电 子 有 以 下 的 运动 方程 : 
d mov a 
全 = = 0 
式 中 m6 为 一 和 常 数 ; 因 此 有 些 作者 认为 洛 伦 效 模型 更 近 于 事实 . 有 
些 人 甚至 于 认为 可 以 假定 
G"”™ = 0. +. (26.6) 
那 时 使 (26. 4),(26. 5) 一 致 起 见 , 便 假定 了 
4 Uo 
i = 3 2 (26.7) 


这 样 的 理论 认为 电子 的 动量 ,完全 是 它 所 产生 的 电磁 场 的 动量 ， 
此 认为 它 的 惯性 也 是 由 后 者 而 来 . 因此 认为 它 的 质量 也 完 完 全 全 


@ 例如 W. Kaufmann, G6tt Nackr. math.—nat. Klasse 143, (1901); A.H. 
Bucherer, Verh. d. Deutschen Phys. Ges. 6 (1908)688. 
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地 由 后 者 决定 ,正如 (26.7) 所 表示 . 这 样 的 学 说 称 为 “电子 质量 的 
电磁 学 说 ” 

如 果 援 用 阿 伯 拉 汉 姆 模型 而 要 求 (26. 3) 与 (26. 5) 一 致 ,那么 
必然 要 假定 G” 取 一 个 较 复 杂 的 形式 . 那 时 与 电子 的 电磁 场 的 动 
量 相应 的 一 个 质量 ,与 GC” 中 的 机 械 质 量 合并 ,成 为 (26.5) 中 的 质 
量 . 由 上 可 见 电磁 质量 依然 是 存在 的 ,但 现在 它 不 再 是 全 部 质量 . 
由 于 G” 取 一 个 较 复 杂 形 式 是 难以 想像 的 一 件 事 , 我 们 觉得 洛 伦 
兹 模型 是 一 个 比较 好 的 模型 , 亦 即 觉得 (26. 4) 更 接近 于 事实 . 既然 
用 了 (26. 4), 便 不 妨 假定 (26. 6) ( 即 G””=0) ,使 问题 简单 化 . 

在 讨论 “电子 质量 的 电磁 学 说 ”的 优 缺 点 前 ,让 我 们 指出 电子 
的 电磁 场 带 有 人 能量 上 U, 而 这 个 能 量 上 U 与 电子 是 不 可 分 离 的 ,因此 
有 一 个 类 似 (26: ]0 而 涉及 能 旦 的 式 子 :这 个 式 和 于 是 


(m) (f) 
WwW, (26. 8) 


式 中 U™ 代 表 电 子 的 机 械 运动 的 动能 , U” 代 表 电 子 所 产生 的 电 
磁场 的 能 量 , W 代表 外 界 对 电子 所 作 的 功 . U0“ 与 G” 之 间 可 以 
假定 有 以 下 的 关系 


dU ™ 有 do) 
0 

在 此 我 们 必须 分 开 地 讨论 两 个 模型 . 
对 于 阿 们 拉 汉 姆 模型 的 电子 ,电子 各 部 分 的 速度 是 相同 的 ， 


269) 


此 
w= [e+exH dV .v=F.v. (26.10) 


另 一 方面 ,如 采 不 讨论 VU ,VU 3 等 项 ,我 们 已 知 


A 9 
i C00ll) 


( 见 $ 14(14. 20) 后 的 讨论 ), 因 此 不 讨论 浪 , 宛 ,… 时 ，(26. 8) 可 以 


由 (26. 1) 得 来 . 事实 上 ,将 (26. 1) 乘 以 v ,再 忽略 OC(v*, ), 即 获 
得 了 忽略 O( 福 1 ,…) 后 的 (26. 8) 式 . 
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对 于 阿 们 拉 汉 姆 电子 ，(26. 11) 所 以 成 立 的 理由 是 极 简单 的 . 
令 o 依然 代表 由 电子 所 产生 的 电荷 , 令 E',H' 为 这 个 电子 所 产生 
的 电磁 场 . 无 疑 地 ，E' ,H' ,Pp,v 适合 麦克 斯 韦 方程 . 由 它 , 可 以 求 
得 
SG 全 |as “人 一 [el 十 > 0 
式 中 7T 代 表 并 矢 式 , 见 式 (3.13),V 为 全 部 体积 ,S 在 无 穷 远 . 不 难 
证 明 
|as 7 0, 


因此 


和 Go E [a a 当 不 jdy 十 OO (26.13) 


男 一 方面 ,用 同样 考虑 ,得 


4Uw 一 一 了 9 [ol 十 这 xH'IdV.v 
=— [eB +ExH)dV wto). (26.14) 
因此 忽略 了 OCz), 得 
(f) 
vv. 和 GO (26. 15) 


对 于 洛 伦 兹 电子 ,我们 必须 注意 到 电子 各 部 分 的 速度 是 可 以 
不 一 样 的 . 称 v 为 电子 各 部 分 的 速度 , 称 w 为 电子 中 心 的 速度 ， 
(26. 4) 便 改写 为 
GG"” 4d | ,证 


二 本 站 + Oii, me) |= EF Xp = 


dr dz 
(26. 16) 
外 界 所 作 的 功 W 是 


[By x H" ods 
不 等 于 正当. 在 (26. 16) 式 两 方 乘 以 u 后 ,得 
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四 本 d | 4 
dt dt 


aUo | + Ol,…)—=F .uu. 
(6232617) 
一 方面 (C00989 时 
dU™ | CS 
dz el 
= [|{o(E"+ 2 x Hjav 中 (20. 15%) 


因 上 式 右 方 与 (26. 17) 的 右 方 是 绝 不 同 的 两 回 事 , 因 此 两 个 式 子 也 
是 绝 不 同 的 . 
(26. 17) 可 以 认为 是 质心 运动 的 能 量 守 恒 式 子 . 由 此 可 见 
4 Cn ] 
c? Pe 2 这 


乃 是 质心 运动 的 “电磁 ”动能 . 因此 质心 运动 的 “电磁 ”动能 不 等 
电子 的 电磁 场 的 总 能 . 当 忆 所 =0,G 三 0 时 ,质心 运 人 
等 于 电子 电磁 场 的 总 能 . 因此 我 们 不 能 自 电 子 电 磁场 的 总 能 求 电 
子 的 “电磁 ?质量 ,而 必须 由 电子 的 电磁 场 的 总 动量 去 求 电子 的 “ 电 
磁 ” 质 量 吕 . 

UV ,G2 在 此 不 满足 以 代替 了 的 (26. 11). 以 前 关于 阿 伯 拉 
汉 姆 电子 的 (26. 11) 的 证 明 在 此 不 成 立 , 因 为 v 在 电子 各 部 分 中 
不 一 样 ,使 (26. 14) 的 右 方 不 等 于 (26. 13) 的 右 方 乘 上 一 个 矢量 . 只 
有 在 vo 极 小 时 ,电子 各 部 分 速度 才 可 以 认为 几乎 相同 , U0””,G™” 
才 满 足 (26. 11) 式 . 那 时 的 洛 伦 效 电子 近似 于 阿 们 拉 汉 姆 电子 .在 
一 般 情 形 下 ，(26. 11) 式 不 成 立 ,使 得 由 (26.16) 所 导出 的 (26. 17) 
的 左 方 与 (26. 18) 的 左 方 也 不 相同 . 

因 (26. 17) 和 (26. 18) 是 不 同 的 ,我 们 不 得 不 研究 一 下 (26. 16) 
同 (26. 18) 是 否 予 盾 . 不 幸 地 ,回答 是 正面 的 .为 说 明 这 一 点 ,考虑 


1 3E 加 J+ OG 全 


(26. 19) 


@ 这 一 点 值得 指出 , 正 是 因为 在 量子 电动 力学 中 ,电子 的 电磁 质量 通常 由 它 的 电 


磁场 的 能 量 决 定 . 
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iy 


E”,H" 只 在 电子 中 心 不 等 于 零 的 特殊 情形 . 在 这 个 特殊 情形 下 , 除 
电 177 
右 方 :但 (26.17)3(26. 1B83 的 在 方 不 必 同 5 因此 (26: 1875 (O60 
妆 盾 : 因 遇 (26: 18) 与 导出 X26W 了 3) 的 (26816) 式 池 硝 、 

上 面 的 讨论 说 明 : 如 果 我 们 假定 了 (26. 16) 作 为 电子 的 运动 
方程 ,我 们 便 不 能 假定 (26. 18) 式 . (26. 16), (26. 18) 分 别 地 代表 
动量 ,能量 守恒 式 子 ;因此 我 们 的 结论 是 : 对 于 洛 伦 效 电子 ,如 采 
我 们 有 了 动量 的 守恒 ,我 们 便 不 能 有 严格 的 能 量 守 恒 . 这 指出 了 党 
伦 效 模型 在 理论 上 的 严重 缺点 . 

虽然 洛 伦 效 模型 有 如 此 严重 的 缺点 ,但 由 于 它 的 运动 方程 
(26. 16) 与 实验 结果 (26. 5) 的 相似 ,依然 是 两 个 模型 中 比较 好 的 模 
型 .我们 通常 令 C ”等 于 去 ,将 (26. 16) 写 为 

5 让 十 OCR)) 一下， (26.20) 
同时 将 ”=0 的 (26. 17) 认 为 代表 能 量 守恒 的 式 子 . 在 此 必须 记 
住 ，(26.17) 中 的 能 量 不 是 电子 的 电 人 磁场 的 能 量 . 

现在 让 我 们 讨论 电子 质量 的 电磁 学 说 的 优 缺 点 .优点 有 两 个 : 
第 一 ,由 它 而 来 的 ,用 了 洛 伦 兹 模型 后 的 运动 方程 (26. 20) 与 实际 
运动 方程 (26. 5) 符 合 ; 第 三 ,由 这 个 理论 可 以 算出 电子 半生 (或 运 
动 时 的 长 半 轴 ) 的 值 ,而 这 个 值 与 实际 情形 相近 . 让 我 们 分 别 地 和 氢 
述 这 两 点 . 

第 一 点 固然 是 值得 提出 的 ,但 不 能 过 于 强调 . 理由 有 两 个 : 首 
先 , 没 有 电磁 场 的 中 子 的 运动 方程 ,也 取 (26. 5) 式 的 形式 ;其 次 , 相 
对 论 的 考虑 ,要求 质 点 的 运动 方程 取 某 些 形式 ,而 其 中 的 最 简单 的 
形式 , 即 是 (26. 5) 的 形式 .第 一 句 话 说 出 : 像 (26. 20) 中 的 动量 , 正 
不 必 一 定 是 由 于 电磁 场 而 来 的 . 第 二 名 话说 出 : 像 (26. 20) 中 的 动 
量 , 正 是 相对 论 所 要 求 的 ;任何 满足 相对 论 的 运动 方程 , 目 然 而 然 
地 会 含有 (26. 20) 中 的 动量 , 正 不 必 假 定 这 动量 是 由 于 电子 本 号 所 
产生 的 电磁 场 而 来 的 . 
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关于 第 二 个 优点 ,让 我 们 先 计算 电子 在 静止 时 的 半径 a. 根据 
(26. 7) 式 及 U 与 a 的 关系 可 以 算出 a. 如 采 在 电子 内 ,电荷 的 分 
布 是 均匀 的 ， 
人 
如 傈 电 谷 集中 于 电子 圆 球 的 表面 ,得 
BL 
因此 一 般 地 讲 , a 的 值 满足 下 式 : 
mo = Re, (C262 ) 
式 中 a 为 大 小 接近 于 1 的 数 . 我 们 通常 将 
ro 三 e2 /mec’ 
称 为 电子 的 “经 典 的 半径 ”, 因 为” 与 (26. 21) 所 决定 的 a 相差 不 
多 ,为 同 级 的 量 . 引入 mos,esc 的 值 : 
mo 二 9X10” 克 ， 
6 = M10 畦 冰 / 秒 ， 


一 
da 


二 

在 许多 过 程 中 一 一 例如 电子 对 于 光 的 散射 一 一 无 论 我 们 用 经 
典 的 电动 力学 或 量子 电动 力学 ,我 们 计算 的 结 末 ,正好 像 电 子 有 一 
个 半径 zo 似 的 . 这 似乎 文 持 了 电子 质量 的 电磁 学 说 . 但 这 一 点 也 
不 宜 过 于 强调 . 首先 ,在 以 上 所 谈 的 计算 过 程 中 ,我 们 曾经 假定 了 
电子 为 几何 点 ;只 是 最 后 的 结果 同 假定 电子 有 一 个 半径 xo 相似 . 
因此 ” 是 一 种 “有 效 半径 ” 其 次 ,如 采 作 用 于 电子 的 物质 与 电子 
的 作用 是 属于 “人 磁 ” 的 性 质 的 (例如 作用 于 电子 磁 窍 上 ) ,那么 作用 
所 产生 的 各 种 过 程 的 几率 , 同 假定 电子 有 一 个 半径 xo 而 获得 的 几 


@ 根据 国际 科技 数据 委员 会 (CODATA)1999 年 发 表 的 推荐 值 为 
mo = 9. 109 381 88(72) X 1031 kg; c= 299792458 m/s; 
e = 1.602176462(83) X 10~7B3C. 


小 
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率 完 全 不 相似 . 对 于 这 些 过 程 ,必须 假定 电子 另 有 一 个 半径 , 称 为 
“ 磁 半 径 ”. 如 果 电 子 磁 矩 是 y, 磁 半径 的 大 小 为 
2 是 米 ， 

比 x。 大 得 多 . 换 句 话说 ,对 于 某 些 含有 “ 磁 作 用 ”的 过 程 而 言 ,过 程 
的 几率 的 大 小 正好 像 电子 有 一 个 “有 效 半 径 ?10 厘米 似 的 岂 . 
此 ,根据 “电子 的 某 些 过 程 的 几率 大 小 正好 像 电 子 有 一 个 半径 m 
似 的 ”的 理由 ,机 械 地 去 假定 静止 电子 始终 是 一 个 以 ” 为 半径 的 
圆 球 ,是 不 甩 的 . 

电子 质量 的 电磁 学 说 另 一 个 缺点 是 : 我 们 不 能 假定 电子 是 一 
个 点 . 因为 这 样 假 定 后 ， 

a—= 0 Ur= 0, m= 6, 

与 事实 不 符 .但 事实 上 ,量子 力学 需要 “电子 是 几何 点 ”的 假定 . 在 
经 典 区 域 中 ,如 采 我 们 引入 相对 论 , 我 们 也 常常 援 用 这 个 假定 . 
此 这 个 缺点 是 严重 的 .用 了 相对 论 观 点 后 对 于 电子 模型 的 讨论 , 
在 第 三 部 中 . 
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(1) 证 明 (26. 1) 与 下 式 等 效 


(Cm) 
0. = [olE+2 汉 Hd (C27 1) 


式 中 2 为 电子 的 电荷 密度 (因此 在 电子 外 等 于 零 ) , E,H 为 总 的 电 
场 . 磁 场 ; 巨 等 于 电子 所 产生 的 电场 BE 加 上 外 界 所 产生 的 电场 
E”; 同 样 地 , H==H' 十 H".，(27.1) 右 方 的 积分 区 域 可 以 认为 是 电 
子 的 体积 ,也 可 以 认为 是 全 部 空间 . 显然 地 ,在 此 我 们 只 证 明 
(26. 1) 同 (27.1) 在 泌 , 妆 等 可 以 忽略 时 的 等 效 , 因 为 (26.1) 只 是 在 


@” 伊 万 宁 柯 及 沙 科 洛 夫 : 经 典 场 论 § 30. 
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上 述 情形 下 被 引入 的 . 
证 明 是 极 简单 的 . (27.1) 的 右 方 是 

[ol + 之 x Hr i [ole + 和 x Hr" dV. (27.2) 
利用 E',H' ,po,pv 等 所 适合 的 麦克 斯 韦 方程 ,而 将 上 式 中 某 一 个 
积分 的 区 域 认 为 是 全 部 空间 ,获得 

[al 直到 这 Hj dv = i x HdV 十 |as ,了 
(27. 3) 
面积 分 中 的 面 在 无 穷 远 处 ,因此 
|as J 


因此 忽略 了 OC),，(27.1) 成 为 
HG re le 1/ / | I 区 1 
ps x Hydv + |p E"+ 2 x 到 jar， 
亦 即 是 (26. 1) 式 . 


当 G™ 假定 为 零 ，(27. 1) 成 为 


[elE+ExH)ay=0; 人 
亦 即 是 说 :“ 电 子 的 运动 是 如 此 的 ,使 电子 上 所 受 的 总 的 电磁 力 等 
用 同样 的 方法 ,可 以 证 明 (26. 8) 与 
[olE+ExH).vav Cl 
等 效 . 如 果 G” 假 定 为 零 ,U” 亦 为 零 , 上 式 成 为 
[elE+ExH).vay=0 (27. 6) 


由 此 可 以 立刻 看 出 (26. 1) 与 (26. 8) 对 于 阿 伯 拉 汉 姆 电子 是 一 致 
的 .事实 上 ，(27. 6) 只 是 (27. 4) 乘 上 电子 各 部 分 的 共同 速度 v 而 
ES 

但 (27. 11) 与 (26. ]) 有 一 个 Zh 让 COTD DI 六 等 
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不 能 忽略 的 情形 ,可 以 用 到 电子 有 任何 运动 的 情形 . 称 (27.2) 中 第 
一 项 为 电子 的 自作 用 力 , 以 FF 代表 之 ，(27. 1) 成 为 


dG® 
dt 


我 们 在 下 段 中 拟 计 算 F'”, 求 出 当当 不 能 忽略 时 的 电子 运动 方程 
(2 T8079: 


(2) 自作 用 力 fF 的 计算 


为 计算 简单 化 起 见 , 我 们 只 讨论 某 一 刹那 的 F" ,而 在 这 着 
那 ,电子 中 心 速度 w 假定 等 于 零 ， 
而 加 速度 总, 让,… 不 等 于 零 . 由 二 
RG 
各 部 分 的 速度 也 等 于 零 , 因 此 

RO JeB'av. 

如 图 [2337E 电 于 中 有 取 一 Aj5 
分 de ,而 讨论 在 该 处 的 EB'. E' 是 
电子 其 他 部 分 所 产生 的 电场 ,是 其 
他 的 许多 小 部 分 所 产生 的 电场 的 


一 万 一 万 . 《Ch 人 广 


detb 


和 . 令 de 中 为 其 他 的 小 部 分 中 之 ee 
一 .根据 (17.12) 式 , de 在 de 处 所 产生 的 电场 为 
。 2 2 
de 号 # | i 二 王 Sb ziRk ee 
十 达 二 直上 ol 二 | ， (27. 8) 


式 中 R 代表 在 该 时 刻 自 de“ 至 de 的 矢量 , v,v, 为 电荷 de” 在 
该 时 刻 的 速度 ,加 速度 ,每 等 . 如 采 讨 论 阿 伯 拉 汉 姆 模型 ,它们 即 是 
电子 中 心 的 速度 w, 加 速度 & ,等 等 .对 于 洛 伦 兹 模型 ,根据 3 14 的 
CA 1 5 

v=Uu+ OW u), 
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总 一 有 十 OG iii), 
= Om We 二) ，…， 
现在 已 假定 w 为 零 , 因 此 如 果 和 忽略 ,Ue* 六 ,…, 得 
v=UuU, V=U, Y=iU, (27. 9) 
de 与 de 中 中 的 矢量 R 正 与 它们 在 始终 静止 的 电荷 中 的 矢量 一 
样 . 因此 在 下 式 


页 名 下 | a bs he 十 | 一 和 人 本 A 


(C27. 10) 
中 取 积分 时 ,我 们 可 以 将 de ,de “认为 一 个 圆 球 的 两 个 小 部 分 . 
由 于 圆 球 对 称 性 ， 


| wp = a de Vde® 和 
| i 到 0 


到 de Ee 
为 静止 电荷 的 能 量 U,。，(27. 10) 成 为 
很 显然 地 ，(27. 11) 的 第 一 项 与 (27. 11) 中 未 写 出 的 高 次 项 都 同 电 
子 的 半径 及 内 部 电荷 的 分 布 有 关 . 事实 上 , 当 电 子 形状 趋 近 于 一 点 
时 , (27. 11) 的 第 一 项 趋 近 于 无 穷 大 ,而 高 次 项 趋 近 于 零 . 根据 已 ” 


与 4G /dz 的 关系 ,可 以 想像 (27. 11) 的 第 一 项 必然 是 w= 二 0 时 的 


dl AUw/ 0 一 PY fa 
事实 上 这 的 确 如 此 . 


FF 等 于 (27. 11), 运 动 方 程 (27.4)( 或 G”=0 的 (27.7)) 
成 为 


义 因 


ey 2 el 
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. 2 
de =F. 人 


这 个 结 来 对 于 两 种 模型 的 电子 都 有 效 . 
(3) 态 一 种 运动 方程 
在 第 三 部 中 我 们 将 指出 男 有 一 种 运动 方程 , 现 将 它 写 下 : 


d u Lo i 3 (ei) + uu ii) 
mo dz Cl 3 和 C3 入 二 一 Por c2(1 a BY 
3uUu(uU*« au) Se 四 
i Re (27. 13) 


这 是 由 于 假定 电子 为 质点 ,考虑 它 在 附近 所 放射 的 动量 .能 量 , 引 
入 守恒 定律 而 获得 的 . 这 个 式 子 是 符合 相对 论 的 . 它 的 导出 及 它 的 
优 缺 点 将 在 第 三 部 中 讨论 . 

在 此 我 们 只 指出 几 点 .首先 在 ,认可 以 忽略 时 ，(27. 13) 与 
G” 为 零 的 (26. 16) 式 一 样 ,不 同 的 只 是 此 处 的 mo 代替 了 (26. 16) 
的 4Uo/3c*. 在 wu,iw 取 小 值 而 可 以 忽略 时 ，(27.13) 又 同 (27. 12) 一 
样 , 所 差 的 依然 是 mo 与 406/3c’ 的 不 同 .因此 便 令 人 猜想 (27. 13) 
同 洛 伦 效 电子 的 (27. 4) 是 完全 一 样 的 . (不 必 讨 论 阿 伯 拉 汉 姆 电子 
的 (27. 4) ,因为 当 关 ,2 可 以 忽略 而 w 取 大 值 时 , 它 的 (27.4) 即 是 
(2673 半 与 (27.13) 人 太一 在 但 是 可 以 证 明 5 轩 便 孙 计 论 比 WW32 高 
的 高 次 项 ，(27. 13) 同 洛 伦 兹 电子 的 (27. 4) 在 一 般 情形 下 是 不 一 
样 的 . 为 证 明 这 一 点 ,我 们 不 必 讨 论 一 般 情 形 , 而 只 消 讨 论 一 个 特 
殊 情 形 , 即 

认 二 羡 一 … 一 0， 


而 wt 是 任意 数 的 情形 .该 时 利用 (14. 18) ,得 


@ ”这 个 式 子 在 第 三 部 中 用 狄 拉 克 的 理论 导出 .在 此 以 前 ,已 见于 其 他 文献 ,例如 
Becker, Zeits. f. Physik, 75 (1932)476. 
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v= 二 cu), 
六 = 二 ci), Ca 


Cs = > 


式 中 ciscz 为 与 Ut,… 等 无 关 的 数 . 显然 地 ,自作 用 力克 等 于 


(1) wR | Ep 四 (2) Ek 
Jae le RR 0 

(2) R 1 R 
re le 
意 on ,po 与 u 有 关 , 而 积分 区 域 也 与 有关, 力 是 一 个 收缩 的 杭 
圆 球 . 不 难 证 明 , 与 ci ,cs 无 关 的 项 万 是 


yi 


vw 


J 


由 Gr 


而 与 cvez 有 关 的 项 乃 是 
flu, uu), ). 
因此 (27.4) 不 含有 (27. 13) 中 的 一 项 
2 6 3u (hu) 
3 C0 
因此 (27. 4) 与 《27. 13) 力 是 不 间 的 两 个 方程 . 
不 难 证 明 ，(27. 4) 是 不 合乎 相对 论 的 要 求 的 . 为 证 明 这 一 点 ,只 消 讨 论 
(27.4) 的 某 一 些 项 ,证 明 它们 不 合 相 对 论 的 要 求 . 这 个 工作 在 此 精简 . 


(27. 13) 可 以 写成 以 下 的 形式 : 


d | mou 人 @ 


ul(u *U) 
Js BS a 区 (1 ey 2 
a (u * uu): 


2 Ml 


dz | A ys a 了 


上 式 乘 以 二 后 可 -ht 
| mo 2 | 
,EO 
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2 2 se 
0 i 一 下 .OO (27.17) 
可 以 注意 以 上 两 式 左 方 第 二 项 旋 是 动量 .能 量 的 放射 ,因此 (27. 
16) 可 以 了 解 为 动量 守恒 , 花 括号 中 的 项 了 解 为 电子 的 动量 ( 左 方 
第 二 项 是 动量 放射 , 右 方 为 外 界 所 施 的 力 ). 同 样 (27.17) 可 以 了 解 
为 能 量 守 恒 , 花 括号 中 的 项 了 解 为 电子 能 量 ( 左 方 第 二 项 是 能 量 放 
射 , 右 方 为 外 界 所 作 的 功 ). 在 此 必须 指出 : 如 果 将 (27. 16) 花 括号 
中 的 项 认为 是 电子 的 电磁 场 的 动量 ,那么 必须 用 洛 伦 效 模 型 ,同时 
mo 必须 等 于 (4/3) (UVow/c2) ,因此 (27.17) 花 括号 中 的 项 不 可 能 是 
电子 的 电磁 场 的 能 量 . 

可 以 附带 地 指出 ,两 个 花 括号 中 的 项 可 以 合成 一 个 四 维 空间 的 矢量 ( 指 
相对 论 中 的 矢量 而 言 ); 同 时 两 个 放射 量 乘 以 (一 BP) “后 也 可 以 合成 一 个 
矢量 . 这 使 得 整个 式 子 (27. 16) ,(27. 17) 成 为 相对 论 中 一 个 矢量 式 子 的 四 个 
作坊 


$ 28 我 们 对 于 电子 运动 方程 的 要 求 


让 我 们 看 一 看 ,一 个 正确 的 电子 运动 方程 应 该 满足 什么 条 件 
(相对 论 的 要 求 ,暂且 不 提 ). 从 动量 守恒 定律 ,我 们 希望 它 取 以 下 
的 形式 

0- 二 R(G) 一 下 ， Se ) 
式 中 CC ”代表 电子 的 动量 ，R(C) 代 表 动 量 的 放射 , F 代表 外 界 所 
施 的 力 . 从 能 量 的 守恒 ,我 们 希望 同时 有 

dU RO) = W. (28.2) 


式 中 UU’ 代表 电子 的 能 量 ,R(U) 代 表 能 量 的 放射 ,W 代表 外 界 所 


中 由 于 (27.17) 式 , 花 括号 中 第 二 项 有 时 称 为 “加 速度 能 量 ”, 见 G.A. Schott， 
Phil. Mog. 29 (1915)49. 
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做 的 功 . 如 果 电 子 可 以 认为 是 一 个 质点 ,而 速度 、 加 速度 是 wu,， 
…， 等 等 ,我 们 有 

WS=F.u, 258.3) 
因此 我 们 希望 有 


dU Re 
rp 二 R(U)=u 二 R(G)1. (28. 4) 


很 显然 地 ,电子 的 运动 由 三 个 微分 方程 决定 ,因此 在 一 般 情形 下 ， 
(28.1) 与 (28. 2) 是 冲突 的 .但 当 我 们 已 有 了 (28. 3) 及 (28. 4) 时， 
(28. 2) 便 成 为 (28. We 它们 则 便 没 有 了 刻 盾 . 
另 一 方面 ,实验 告诉 我 们 , 当 ,这 ,… 可 以 忽略 时 ,电子 的 运 

动 几 乎 是 

d mou 

dr 志 BY? 
而 当 w,w? 几乎 是 零 而 站 不 可 以 忽略 时 ,电子 的 运动 几乎 是 


2 2 
1 


2 
这 也 是 一 个 理论 上 可 以 满意 的 电子 运动 方程 所 应 该 满足 的 条 件 
( 见 第 三 部 § 64 光谱 线 的 宽度 的 讨论 ). 

最 后 , 目 3 21 ,我 们 得 


三 = 潜 人 (28. 5) 


u= FF. (28. 6) 


2 (gy 以 CD) | 
= 2 | wr (uD)” | 


这 似乎 是 不 应 怀疑 的 . 总 起 来 说 ，(28. 1),(28.2) 可 以 认为 是 运动 
pa RD AL 
C ,R(U),R(G) 所 应 适合 的 方程 . 我 们 由 这 些 方程 去 求 出 所 需 的 
U* ,G* ,等 等 . 

不 难看 出 ,如 采 我 们 采用 下 列 的 U*,G*: 


mo 2 .@ (Wu) 


J 


第 五 章 ”电子 运动 方程 (初步 讨论 ) Ws 


Me Dh 
C10 er (de CH 

(28. 10) 
那么 (28. 4), (28. 5), (28. 6) 都 可 以 满足 . 以 这 样 的 UU* ,G* 代 入 的 
运动 方程 (28. 1), (28. 2) 正 是 (27. 13) 或 (27. 16) 式 .但 是 这 样 确定 
的 UU* ,G* 不 满足 式 子 


G” = 


dE dG” 
I 


(C28 1 


(28. 11) 的 必要 性 似乎 不 很 显著 .但 当 我 们 要 求 (28. 11) 满 足 时 ,那么 在 
(28. 4),(28.7),(28. 8) 许 多 式 中 一 定 有 一 个 不 能 满足 . 这 是 很 显然 的 ,因为 
自 (28. 11) ,(28. 4) 得 
R(U) 一 wx R(G), 2 而 为 
而 事实 上 (28.7),(28. 8) 的 R(U),R(G) 不 满足 上 式 . 由 于 能 量 的 放射 比 动量 
放射 更 有 实际 上 的 重要 性 ,我 们 在 这 样 的 理论 中 放弃 (28.7) 式 . 如 果 机 械 地 
自 (28. 12) 式 中 求 R(G) 的 解 , 得 


-之 与 筷 | 2 (u » a)? | 
30 I— Py" eo— Bs) 


3 cs wi 
这 显然 是 错误 的 ,因为 当 w->0 时 ,，R(G) 一 无 穷 大 .因此 让 我 们 将 (28. 12) 改 
为 
RD SR (28. 13) 
式 中 “一 ”符号 代表 对 于 时 间 的 平均 .讨论 一 个 周期 为 t 的 运动 ,得 
| 0 | 中 “人 
用 分 部 积分 法 ,又 利用 UU, 的 周期 性 质 ,我 们 可 以 将 上 式 改 为 
| Rod 本 | 全 
讨论 & 取 小 值 时 的 情形 ,该 时 左 方 为 


[|(§) |S) a 


[Rec)d| dt. 
0 


因此 求 得 


2 
| RCOd = 二 Ce 
0 


C 
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亦 即 
R(G) =— 与 记 
如 果 ww 不 取 小 值 ,那么 
R(G) 一 一 fw)， 的 8 
式 中 的 函数 f 适合 Fo)=1 的 条 件 . 
现在 便 可 以 挑选 U",G", 取 
= i G* = i (28. 15) 


很 显然 地 这 满足 了 (28. 11) ,同时 以 这 些 值 及 (28.14) 的 R(G) 代 入 (28.1) 后 ， 
我 们 的 运动 方程 也 满足 了 条 件 (28. 5), (28. 6). 

总 结 以 上 ,我 们 在 此 共有 两 个 理论 ,一 个 是 不 满足 (28. 11) 而 满足 所 有 其 
他 条 件 的 (27. 13) 或 (27. 16) 式 ,一 个 是 不 满足 (28. 4) ,但 满足 (28. 11) 及 代替 
(28. 4) 的 (28. 13) ,而 又 同时 改变 了 R(G) 的 式 子 
d mou 
| bs B27 
由 于 它们 都 满足 实际 上 所 要 求 的 (28. 5),(28. 6) 两 式 , 所 以 都 是 可 以 采用 的 
式 子 . (28.16) 的 缺点 是 其 中 尚 含 有 未 能 决定 的 函数 f(w). 在 (28. 16) 左 方 引 
入 适当 的 f(w), 再 引入 一 些 其 他 的 项 ，(28. 16) 即 成 为 (27. 13) 或 (27. 16). 


在 第 三 部 中 我 们 将 指出 由 于 相对 论 的 要 求 及 条 件 (28. 6)， 
《27. 13) 或 (27. 16) 几 乎 成 为 惟一 的 运动 微分 方程 .其 他 的 运动 微 
分 方程 只 是 在 它 的 左 方 加 上 一 些 z 的 更 高 次 的 微 商 而 获得 的 式 
子 . 在 那里 我 们 也 将 指出 它 的 严重 缺点 , 即 一 个 电子 可 以 “自己 地 ?” 
增加 它 的 速度 , 即 不 由 外 力 帮 助 而 有 了 速度 的 增加 ,详细 讨论 留 在 
第 三 部 第 九 . 十 两 章 . 

重复 地 讲 ,在 这 一 节 中 ,我 们 看 到 了 (27.13) 或 (27.16) 几 乎 是 
惟一 的 运动 方程 ,而 另 一 方面 ,在 第 三 部 中 我 们 将 证 明 由 于 相对 论 
的 要 求 , 它 几乎 是 惟一 的 运动 方程 ;那么 似乎 它 是 正确 的 运动 方 
程 . 但 它 的 缺点 是 严重 的 (8$ 57). 应 用 它 时 必须 引入 一 些 观 念 ,而 
这 些 观念 依照 寻常 的 理解 是 难以 接受 的 . 这 说 明了 关于 电子 运动 
方程 的 问题 ,至今 尚未 完满 地 解决 . 


| 和 Ef 一 尼 (28. 16) 


A 
y 
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第 二 部 


BOCTPOCTDBOECEDPBOEDPOEDPBOLT POE DPBOETDBOECEDBOEDPOECEPBOEPOE POEDPIOEDPOE DOETPBOEPOEDPBOEDPBOETPOEDPBOETPOET POEDOELTPIE 


-EDOEDPIEDPIOEDPOEDPIOEDOECEHOCTPOEPOEPOE POEPOEPOE PIE PIOEPOEPBOE POEPBOEDPBOECE POEDPBOEPOE POE POEDPBOEDPOE DC 


OE SE NY Ta US 
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在 这 一 部 中 我 们 拟 讨论 狭义 相对 论 . 在 近代 的 电子 理论 及 场 
论 中 ,狭义 相对 论 占 了 极 重要 的 地 位 . 至 于 广义 的 相对 论 ,我 们 不 
拟 在 此 书 中 讨论 ;主要 理由 是 它 同 电磁 理论 的 关系 较 少 岂 . 


$ 29 ”伽利略 变换 


讨论 两 个 观察 者 0,O' 观 察 某 一 件 事 情 发 生 的 所 在 地 点 及 发 
生 的 时 刻 . 为 简单 起 见 ,假定 这 件 事 集中 在 空间 某 一 点 上 ,而 它 所 
经 历 的 时 间 又 极 短 , 因 此 每 一 个 观察 者 观察 到 四 个 数字 zx,y,z ,i; 

前 三 个 描写 事情 的 位 置 ,最 后 一 个 描写 事情 所 发 生 的 时 刻 . 称 O 
所 观察 到 的 值 为 zy,z' O' 所 观察 到 的 值 为 x’,y ,z' ,tz .那么 我 
们 必然 会 问 ，(z y zt) 及 (x'yxz't') 两 组 数字 之 间 有 什么 关系 ? 

如 果 各 个 观察 者 测量 一 件 事 情 的 xz,y,z 时 ,始终 以 他 自身 为 
原点 ,又 如 有 果 O,O' 的 xz,y,z 轴 是 平行 的 ,又 如 果 O 看 到 O' 在 O 的 
工 轴 上 作 等 速 运动 ,速率 为 ww， 那么 在 相对 论 发 现 前 ,人 们 都 以 为 
(PIEMT CR Yt I HJ 


/ 


0 

/ 
0 

; (29. 1) 
2 
人 


@ 一 个 例外 的 讨论 见 M.@. Lpokog:，Becrark MFY .No. 4，67，1947. 
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或 
oR 
/ 
y= 
入 Co 
En 
i, 


这 便 是 有 名 的 伽利略 变换 . (29. 1) 与 以 上 所 说 O 看 到 O' 以 速率 
沿 z 轴 运 动 是 符合 的 ,因为 将 0' 作 为 被 观察 的 对 象 ( 他 的 一 连 串 
的 位 置 .情形 , 便 是 一 连 串 的 事情 ), 他 的 之 始终 是 和 赤 , 因 此 由 
(29. 1) 式 得 , x 二 vt. 显然 地 , 自 (29. 2) 式 可 以 证 明 O' 看 到 O 以 速 
率 v 沿 工 轴 的 负 方 同 运 动 . 

必须 强调 指出 : 我 们 不 应 该 用 任何 先 验 的 理由 ,作为 (29. 1)， 
(29.2) 的 根据 ,因为 运用 任何 先 验 的 理由 ,本 和 喘 即 是 反 唯 物 主义 
的 . 通常 使 我 们 相信 (29. 1), (29. 2) 的 根据 是 所 谓 的 “直觉 ”. 但 直 
觉 事 实 上 是 由 于 对 于 自然 界 的 认识 而 来 的 ,而 往往 这 些 认识 是 粗 
糙 的 ,在 相对 认识 逐渐 的 改进 提高 中 ,我 们 无 法 相信 如 此 粗糙 的 相 
对 认识 所 带 来 的 概念 可 以 是 一 成 不 变 的 . (29. 1) 及 (29. 2) 的 根 
据 , 除 了 直觉 以 外 , 便 是 实验 结果 . 自 实验 而 得 来 的 认识 ,也 是 可 以 
随 着 实验 的 增加 、 改 进 等 等 而 改变 的 . 因此 在 原则 上 ，(29. 1)， 
(29. 2) 是 可 以 改进 的 . 在 讨论 到 光速 以 前 ,我 们 常常 只 研究 0O,O 
相对 速率 wv 比 光速 小 得 很 多 时 的 情形 ; 那 时 (29. 1), (29. 2) 同 实验 
有 很 好 的 符合 . 因此 ,物理 学 家 以 为 (29. 1),(29. 2) 是 正确 的 ,甚至 
于 推 想 它们 对 于 任何 v 是 有 效 的 .但 事实 上 ,下 面 的 讨论 将 指出 它 
们 只 是 一 个 更 正确 的 理论 的 近似 . 

依照 (29. 1), (29. 2) ,时空 是 “绝对 ”的 . 这 和 句 话 的 具体 意义 是 
这 样 的 . 如 果 4,B 是 两 件 事 , 由 观察 者 O 看 来 ,在 同时 发 生 ， 

Ce 
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ty—t, = ts— to. 0.53 
因此 对 于 0' ,它们 的 时 间 间 隔 正 同 O 所 观察 到 的 时 间 间 隔 一 样 . 
这 称 为 “绝对 时 间 ”. 如 果 以 上 所 说 的 两 件 避 A,B 由 O 看 来 在 za， 
zs 处 发 生 , 由 O' 看 来 在 x4,xs 处 发 生 , 那 么 由 于 (29. 1)， 

Xp— Xa = rs— vip— (ra — Vs) = wp — ra. (29.4) 
因此 如 果 观 察 者 O 观察 到 两 件 事 4,B 同时 发 生 , 观 察 者 O' 非 但 
观察 到 它们 同时 发 生 , 并 且 观 察 到 它们 之 间 的 距离 也 同 O 所 观察 
到 的 距离 一 样 .后 者 称 为 “绝对 空间 ”. 

有 一 点 必须 在 此 强调 : 即 一 般 地 讲 , 讨 论 某 一 个 物体 的 某 种 
运动 时 ,必须 说 明 这 是 哪个 观察 者 所 观察 到 的 ,也 必须 说 明 这 是 相 
对 于 哪个 物体 的 . 所 谓 A 相对 于 B 的 运动 , 即 是 B4 矢量 的 变化 . 
因此 “相对 于 物体 8B”, 及 “由 某 个 观察 者 B 看 来 ”两 句 话 代表 内 容 
不 相同 的 两 句 话 . 当 我 们 讨论 一 个 物体 的 运动 时 ,我 们 应 该 说 “由 
某 观 察 者 O 看 来 某 物体 4 相对 于 另 一 物体 B 的 运动 ”; 这 样 ,这 句 
话 的 意义 才 完 全 明确 . 有 的 时 候 , 我 们 简 说 “由 某 观察 者 O 看 来 物 
体 4 的 某 个 运动 ”, 或 说 “物体 4 相对 于 某 观 察 者 O 的 某 个 运 
动 ”, 意 即 是 “由 O 看 来 相对 于 O 的 某 个 运动 ”. 

可 以 指出 : 用 了 “绝对 时 至 ”的 概念 后 ( 即 用 了 (29. 17 后 ) ,两 
个 物体 4,B 的 相对 位 置 .相对 速度 .相对 加 速度 等 等 ,对 于 任何 观 
察 者 是 相同 的 . 对 于 物体 4 ,我 们 有 

Ta TC) VA RS 
2 
同样 地 ,对 于 物体 B 我 们 有 zs 二 z(t) 等 式 .利用 (29. 1),(29. 2)， 
便 不 难 证 明 当 wv ==t 时 ， 
0 
CD C295 
将 (29.5) 中 的 式 子 两 方 分 别 地 对 z 微 商 , 便 证 明了 当 t=w' 时 ， 
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(eh — zh) = 人 (ze — za), 2 (29. 6) 
这 说 明了 相对 速度 对 于 任何 观察 者 是 相同 的 . 微分 二 次 , 便 证 明了 
相对 加 速度 对 于 不 同 观察 者 是 相同 的 . 

但 是 一 个 物体 对 于 两 个 不 同 观 察 者 0,O' 的 速度 是 不 同 的 . 令 
菏 个 物体 的 运动 由 O 看 来 为 

X=ut, y=0, z=0; 
那么 由 于 (29. 1) 式 ,得 
X=rX— vt=u— v= (Ww vt= (wu — vt, 
0 
因此 由 0' 看 来 ,速度 大 小 为 (一 v), 方 向 沿 xz 轴 . 一 般 讲 来 ,如 果 
uu ,v 代表 速度 矢量 (vw 是 O 看 到 O' 相 对 于 0O 的 速度 矢量 ,在 上 
面 的 特殊 情形 下 是 以 z 轴 为 方 辐 ,v 为 大 小 的 矢量 ) ,我 们 得 
U = —v. (29.7) 
如 果 某 一 个 物体 有 加 速度 ,而 a,a' 代 表 O,O' 所 看 到 这 个 物体 的 加 
速度 ,那么 当 我 们 假定 v 不 变 时 ， 
= (29. 8) 
这 一 段 的 结果 与 上 一 段 的 结果 是 不 矛盾 的 ,因为 在 这 段 中 ,两 个 运 
动 速度 u,w 是 相对 于 两 个 不 同 物体 的 速度 . 

如 果 光 波 ( 或 电磁 场 ) 集 中 于 一 个 小 区 域内 ,而 这 个 小 区 域 的 
中 心 G 由 0,O' 看 来 有 运动 速度 wu,u ,那么 显然 u,w 应 该 适合 
(29.7) 式 . 换 句 话说 ,光波 的 群 速度 应 该 满足 (29. 7) 式 . 至 于 光 
速 的 相 速 度 , 我 们 现在 讨论 如 下 . 

假设 O 看 到 一 个 波 

Kceos 2nv(t — nn * r/u), (29. 9) 
式 中 代表 (z,y,z), n 代表 波 前 的 进行 方向 ,ww 为 一 个 第 数 ,K 代 


@ 参阅 I[ .NH， Bnoxnnues 著 《 量 子 力学 基础 》§ 7. 该 处 有 群 速度 的 定义 及 讨论 . 注 
意 求 群 速 的 公式 (7. 10). 当 相 速 在 任何 情形 下 为 < 时，(7. 10) 中 的 w,& 适合 & 一 ww/c, 因 
此 群 速 V=dw/dk=c. 
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表 振 幅 . 显然 地 , w 即 是 相 速 度 . 可 以 设想 0' 对 于 这 个 波 观 察 的 结 
果 , 得 一 个 类 似 的 结果 

K'cos2nv (tt 一 1 。7 /u'). (29. 10) 
令 DD 为 某 一 物体 ,在 时 在 (zi,yi,z1) 处 ,在 is 时 在 (zs, yz,z2) 
处 . 自 刀 至 i 在 它 映 上 所 经 过 的 波 腹 (或 波 节 ) 的 数目 ,由 O 看 来 
是 


ny Lm | 
pl 


vi 
-0 ti 一 9 


u u 
(29: 11) 
而 由 O' 看 来 是 
| -> nw 十 ry 十 zszz| | 十 nxi 十 oy 加 上 | 


(29. 12) 
式 中 (ez yp zs) Xi yi Zi) 是 (tz zz yz z2), (ti zwi yiz1) 的 函数 ， 
由 (29. 1) 决 定 . 显然 地 (29. 11) 与 (29. 12) 对 于 任何 (ti zz yz z2)， 
(6 zi yi z1) 是 相等 的 . 由 这 一 点 及 (29. 1) 式 , 便 可 求 出 y,v ,uu ， 
n,n' 之 间 的 关系 .为 简单 起 见 , 取 n 在 xy 面 中 , 即 令 


n = (cosa,sina,0). (29. 13) 
那 时 算出 
1 = (cos w ,Sin ,0),， 人 
& (F9515) 
vy = y(l1 CO— (v/u)cos a), (29. 16) 
U’ 一 2 vcCosa. CO 
因此 相 速 度 w'n' 与 un 不 适合 (29.7) 式 .只 在 a 二 0 或 «的 情形 下 ， 


A 不 论 a 是 什么 ,只 要 它 不 等 于 


x， usw 是 不 同 的 . 因此 如 果 对 于 某 一 个 观察 者 O 而 言 , 电 磁场 


满足 麦克 斯 韦 微分 方程 ,使 电磁 波 的 相对 速率 等 于 c, 那 么 对 于 为 
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一 个 观察 者 0' , 当 O' 以 速度 v 相对 于 O 而 运动 时 ,光波 的 相 速 不 
等 于 c 而 与 v 有关; 因此 由 他 看 来 ,电磁 场 不 可 能 满足 麦克 斯 韦 方 
程 ,而 适合 一 个 含有 wv 的 微分 方程 .因此 一 定 可 以 在 O' 系 统 中 做 
一 些 实验 来 求 出 ov. 

讨论 群 速 也 带 来 同样 的 结论 . 对 于 原来 的 观察 者 0, 电 磁场 满 
足 过 克 斯 韦 方 程 , 因 此 各 方向 、 各 频率 的 电磁 波 的 相 速 都 是 , 因 
此 群 速 也 是 c( 证 明 见 202 页 注 四 中 的 讨论 ) ,因此 对 于 观察 者 Of/ ， 
由 (29.7) 求 出 的 群 速 便 不 是 c. 因此 由 他 看 来 ,电磁 场 不 可 能 适合 
麦克 斯 韦 方 程 . 

以 上 说 明 用 了 (29.1) 的 时 空 观 后 ,只 有 一 个 观察 者 能 够 看 到 
他 的 电磁 场 满足 交 克 斯 韦 方程 . 这 个 观察 者 即 是 通常 所 谈 的 “以 
太 ”(3guap). 在 最 早 的 电磁 理论 中 ,以 太 是 具有 “力学 ”性 质 的 , 意 即 
是 : 电磁 现象 相当 于 “以 太 ” 的 形变 .但 是 上 自 麦 克 斯 韦 方程 被 建立 
及 超 距 理 论 被 抛弃 后 ,我们 便 没有 必要 去 保持 以 太 的 “力学 ”性 质 . 
但 以 上 的 一 段 说 明 用 了 (29. 1) 的 时 空 观 后 ,以 太 就 运动 学 而 言 依 
然 有 它 的 意义 . 

但 是 下 面 的 讨论 将 说 明光 的 相 速 、 群 速 对 于 任何 观察 者 都 是 
c (首先 说 明和 群 速 是 ,然后 说 明 相 速 也 都 是 c). 这 一 方面 否定 了 
(29.1) 的 正确 性 , 另 一 方面 使 我 们 有 可 能 完 完 全 全 摆脱 了 以太? 

在 这 里 我 们 附带 地 讨论 声波 的 多 普 勒 (Doppler) 效 应 . 对 于 空气 而 言 , 声 
波 的 速率 在 各 方向 是 相同 的 , 设 它 为 5. 如 果 声 源 对 于 空气 而 言 有 一 个 速度 
v" ;如 果 对 声 源 而 言 , 波 的 频率 是 ww, 波 相 速 度 方 向 是 mn ;对 空气 而 言 , 波 的 频 
率 是 v, 波 相 速 度 方向 是 n, 那 么 依照 (29.15) 和 (29. 16)， 
"=v — vn/b). 
如 果 接 收 声波 的 物体 对 于 空气 有 一 个 速度 v ,而 对 于 它 , 波 的 频率 为 v , 波 相 
速度 方向 为 n' ,得 
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=v(l—v* n/b). 
因此 


v= {lv nn/b{l—v .n/b} 


Eo vs 1 二 

= 21 2 pb ol 
Cao) 

小 的 速率 w ,wu,u 也 有 类 似 的 关系 .上 式 表 出 了 声 源 与 声 接收 者 所 观察 的 频 


率 的 关系 , 称 为 多 普 勒 效应 . 

如 果 我 们 只 要 第 一 级 的 小 量 , v ,vw 的 相差 只 与 v 一 v*” 有关, 亦 即 是 只 与 
声 源 与 声 接收 者 的 相对 速度 有 关 . 以 上 的 理论 是 与 实际 符合 的 ,因为 在 实际 
中 vw,v 及 0 等 都 比 光 速 c 小 得 很 多 ,而 对 于 这 些 v 而 言 (29.1) 是 有 效 的 . 

对 于 光波 而 言 ,讨论 是 同样 的 ,只 消 将 空气 换 为 以 上 所 谈 的 某 观 察 者 O 
( 即 对 他 而 言 麦克 斯 韦 方程 成 立 的 观察 者 ) ,将 20 换 为 c. 结 果 是 否 有 效 只 在 乎 
(29. 1) 式 是 否 有 效 . 当 wv/c?,v /cz 是 极 小 而 可 以 忽略 时 ，(29. 1) 确 是 可 以 
援 用 的 (这 一 点 的 讨论 见 后 ($§ 32)), 因 此 (29.18) 也 是 正确 的 . 

所 以 要 提出 (29. 18) 的 理由 是 : 当 v/c,v /ec 不 可 以 忽略 时 , 它 是 
(29. 1) 的 一 个 考验 . 如 果 在 vi/c?,v /cz 不 可 忽略 时 实验 证 实 了 (29. 18) , 那 

么 (29.1) 完 全 可 能 是 正确 的 . Ives 同 Stilwell 在 实验 中 否定 了 (29. 18)D, 亦 
即 是 否定 了 (29. 1). 


8$ 30 迈克 耳 孙 - 莫 雷 实验 2 


在 上 节 中 已 经 指出 : 如 采 承 认 (29. 1) 是 正确 的 ,那么 至 多 只 
能 对 茶 一 个 观察 者 O 而 言 各 方向 各 频率 的 光波 的 相 速度 是 c( 因 
而 群 速度 也 是 c), 电 磁场 适合 麦克 斯 韦 方 程 , 而 对 其 他 的 观察 者 


@ H.E. Ives and G.R. Stilwell, J. of Optical Society of America, 28 (1938) 
2Z215. 
© A.A. Michelson, Amer. Jour. of Science 22: 3 (1881)20. 
A.A. Michelson and E. W. Morley, itid. 34 (1887)333. 
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O' 而 言 ,光波 的 相 速度 , 群 速度 都 不 是 c; 并 且 由 0' 所 观察 电磁 场 
的 结果 ,可 以 在 原则 上 决定 0,O' 的 相对 速度 . 近 克 耳 孙 - 莫 雷 实验 
便 是 为 了 这 个 目的 而 设计 的 . 

这 个 实验 的 装置 如 图 24. 令 4 为 光源 ， 沿 4B 方向 发 光 . S。 
为 一 个 涂 上 银 末 的 玻璃 片 ， 
与 AB 线 成 45" 角 出 . 令 光 进 
行 至 玻璃 片 So 的 中 点 C; 该 
时 So 将 光 反 射 一 半 ， 透 过 
一 半 。 透 过 的 光 进 行 至 镜 
Si, 受 反 射 , 沿 DC 回来 ,至 
So 骨 受 有 反映, 最 后 沿 CF 进 
行 . 在 C 点 受 5S。 反射 的 光 ， 
行 至 镜 9:， 受 反射 ， 沿 EC 
回采 ， 遇 到 部 通过 所 
以 最 后 也 沿 CF 进行 . 我们 
的 眼睛 放 在 fF 点， 面 对 着 
C， 观 察 两 文 光 所 产生 的 干涉 . 在 实验 中 ,我 们 将 整个 仪 冀 装置 绕 
通过 C 点 而 与 纸 面 牌 直 的 一 条 线 旋转 90"， 同 时 观察 在 这 过 程 中 
王 涉 图 案 有 没有 变化 . 更 明确 地 说 ， 我 们 看 已 点 的 明暗 有 没有 变 
化 ; 如 果 有 变化 , 我 们 看 它 变 化 了 多 少 次 (由 明 变 上 暗 再 变 为 明 , 算 
为 一 

现在 用 (29. 1) 的 理论 来 计算 两 文 光 自 A 全 所 需 的 时 间 的 
差别 . 在 这 个 计算 中 ,我 们 应 该 用 群 速度 ,而 不 应 用 相 速 度 ,理由 见 


@ ”严格 讲 来 ,在 这 样 的 理论 中 ,这 个 角 不 是 45". 原因 是 : 在 这 样 的 理论 中 ， 麦 
克 斯 韦 方程 只 对 于 以 太 有 效 而 对 于 地 球 不 成 立 ， 因 此 对 于 后 者 ， 寻 常 的 反射 定律 
入 射 角 等 于 反射 角 一 一 不 成 立 .， 我 们 应 该 在 以 太 系统 中 计算 ， 计 算 这 个 角度 应 等 于 多 
少 , 才能 使 自 C 走向 S; 的 光 , 由 以 太 看 来 与 48B 线 成 角 arccos (v/c) (v 是 地 球 相对 于 
以 太 的 速度 ,假定 沿 4B 方向 )， 可 以 证 明 这 个 角 等 于 45" 十 O (v2/c2). 这 一 点 是 《 物 
理 通报 》 读 者 王 理 同志 所 提醒 的 . 
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本 页 注 Q@. 换 句 话说 ,可 以 在 讨论 上 述 时 间 的 差别 时 将 光波 认为 是 
一 个 “点 ”, 而 援 用 (29. 5),(29. 6)，(29.7),(29. 8) 等 等 . 因此 我 们 
可 以 说 “光波 点 ”与 男 一 物体 的 相对 位 移 、 相 对 运动 是 什么 ,而 不 必 
注 明 这 是 哪个 观察 者 的 观察 结果 . 

假定 在 仪器 旋转 前 AB 的 方向 是 地 球 相 对 于 以 大 的 运动 方 
器 ,相对 运动 速率 是 v, 方 向 自 左 而 右 . 令 CD 的 长 为 LCE 的 长 为 
1. 因为 DD 在 地 球 上 不 动 , 它 相 对 于 以 太 的 速率 是 v; 光 相对 于 以 
太 的 速率 是 c, 因 此 光 自 C 走 癌 DD 时 相对 于 DD 的 速率 是 c 一 v. 同 
样 , 光 目 马 走 向 C 时 相对 于 C 的 速率 是 c 十 v. 因此 在 CD 过 程 上 
来 回 共 需 时 间 

/ic 十 v) 十 [cc mv) 2 /cl mBP) (B= w/c). 

(30. 1) 

至 于 向 万 而 行 的 光 ,我 们 不 能 让 它 的 运动 方向 对 于 以 太 而 言 是 与 
AB 垂直 的 ,因为 如 果 如 此 , 当 它 反射 回来 时 (由 以 大 看 来 ) 豆 璃 片 
So 的 中 点 C 已 经 走 开 ,两 支 光 便 不 能 车 合 而 产生 干涉 .为 了 产生 
干涉 ,我们 让 向 EE 进行 的 光 对 于 地 球 而 言 是 垂直 于 4B 的 . 令 上 为 
光 目 第 一 次 反射 ( 即 目 4B 方 同 变 为 CE 方 回 的 反射 ) 人 至 过 到 5， 


G 如 果 我 们 讨论 “以 太 ” 所 应 观察 到 的 结果 ,那么 群 速 、 


相 速 的 讨论 是 一 样 的 . 如 果 我 们 讨论 地 球 上 的 观察 者 所 应 观 

察 到 的 结果 ,那么 必须 用 群 速度 ,理由 如 下 . 在 仪器 旋转 前 ， 

在 CE 线 上 进行 的 光 的 进行 方向 ,在 以 太 看 来 不 完全 垂直 于 < 

4B, 因 此 它 的 波 前 由 以 太 看 来 ( 亦 即 是 由 地 球 看 来 ) ,与 4B b 


成 一 个 角 a，a==arcsin(v/c) (v 是 地 球 相 对 于 以 太 的 速度 ， 

假定 沿 4B 方 回 ). 令 4 为 1 时 的 某 一 个 波 前 , 令 Li 为 它 在 z 

十 1 时 刻 所 到 达 处 . 它们 的 垂直 距离 是 相 速度 ,而 图 中 的 ab L 
是 群 速度 . 显然 地 ,由 地 球 看 来 , 光 的 行程 是 图 中 的 CE, 因 

此 在 计算 一 个 波 前 自 C 至 五 所 需 的 时 间 , 应 该 用 群 速度 来 

计算 . 以 上 仅 是 应 该 援 用 群 速度 的 证 明 的 一 个 提示 ,详细 讨 

论 请 读者 自己 补充 . 
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pF 所 需 的 时 间 . 画 出 天 量 CiCo 二 vi, 画 出 秋 量 
Co , 方 回 与 4B 垂直 ,长 度 为 和 ( 见 图 26). 它 
们 分 别 为 地 球 相 对 于 以 太 , 光 相对 于 地 球 在 时 
间 上 中 的 位 移 . 作 它们 的 矢量 和 CiE, 这 便 是 
光 相 对 于 以 太 在 时 间 上 中 的 位 移 . 它 的 长 因此 

2? 等 于 ct. 由 三 角形 CiCoE, 我 们 获得 以 下 的 关 

系 : 

(0 二 
因此 目 第 一 次 反射 , 遇 五 ,反射 回来 遇 S。 所 需 
的 总 时 间 为 


a 
2 /eS (0 >> 


两 支 光 自 4 至 下 的 时 间 差 是 
2/， 241 


ET Ga) GCT = (30. 3) 
旋转 仪 如 后 ,新 的 时 间 差 成 为 
2/ 2/ 
项 人 人 fe 5 3 
两 个 时 间 差 的 差 是 
OE ee pe es 
2(0) 十: /2 ) 有 (1 dash jo eo 本 > AR bp 。 


如 果 v 关 0, 这 不 和 等于零 ,因此 在 仪器 旋转 时 ,干涉 图 案 应 该 有 变 
化 .但 最 小 心 的 实验 证 明了 图 案 的 不 变化 . 

为 了 解释 这 个 实验 结果 与 理论 的 不 一 致 ,物理 学 家 想 出 了 各 
种 办 法 ;其 中 一 部 分 保持 了 (29. 1) 式 , 另 一 部 分 或 者 明显 地 放弃 了 
(29. 1) 式 ,或 者 实质 上 破坏 了 (29. 1) 式 . 凡是 企图 保持 (29. 1) 式 的 
办 法 ,多 少 与 其 他 实验 冲突 ,因而 站 不 住 脚 . 破坏 了 (29. 1) 的 办 法 
实质 上 市 来 了 特殊 相对 论 的 时 空 观 . 

我 们 首先 讨论 想 保 持 (29. 1) 式 而 同时 解释 迈克 耳 孙 - 莫 雷 实 
验 的 两 种 办 法 ,指出 它们 的 困难 . 
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3 31 想 保持 伽利略 变换 而 解释 
迈 殴 耳 孙 - 莫 雷 实验 的 企图 的 失败 


第 一 个 企图 是 假定 光 相 对 于 光源 的 速率 是 c. 

因为 So6,S1,S;, 光 源 4 的 运动 是 一 样 的 ,所 以 如 此 假定 后 , 光 
相对 于 So,S1,S; 的 速率 都 是 c, 因 此 在 计算 自 S。 至 Si, 自 So 至 5， 
等 等 时 间 时 ,我 们 可 以 用 

时 间 = 目 $o 至 (或 $:) 的 距离 /c 

的 公式 ,因此 上 面 式 中 的 ”都 应 用 零 来 代替 ,这样 便 解 释 了 实验 绪 
果 . 在 这 样 的 假定 下 , 光 对 以 太 的 速率 反而 不 是 。 了! 在 仪 从 旋转 
前 ,对 于 以 太 而 言 , 光 目 So 至 Si 的 速率 是 c 十 v, 光 上 自 Si 至 的 
速率 是 c 一 v, 自 So。 至 5S; 及 自 S; 至 S56 的 速率 是 c(1 十 B2). 

有 两 个 理由 使 这 个 假定 站 不 住 脚 . 第 一 ,决定 电磁 场 的 麦克 斯 
韦 方 程 明明 白白 地 告诉 我 们 电磁 波 的 速率 亦 即 是 光 的 速率 与 光源 
的 速度 没有 关系 ,因此 光 相 对 于 光源 的 速度 必然 与 光源 的 速度 有 
关 , 不 可 能 在 光源 速度 改变 时 不 改变 . 第 二 ,让 我 们 讨论 天 空中 “ 双 
星 ”(CmBofHple sBesrbD) 所 射 至 我 们 的 光 .“ 双 星 ” 中 的 两 个 星 的 速度 
是 不 同 的 . 因此 ,如 果 它 们 各 个 所 发 的 光 相 对 于 它们 各 个 的 速率 是 
一 样 的 ,那么 这 两 支 光 相对 于 我 们 的 速率 将 是 不 同 的 . 由 于 它们 离 
开 我 们 十 分 远 的 事实 ,相对 于 我 们 的 速率 的 小 小 不 同 , 将 引起 它们 
所 射 光 到 达 我 们 所 需 的 时 间 有 一 个 很 大 的 差别 ,而 事实 上 ,从 我 们 
对 于 双星 的 运动 的 理论 研究 及 对 于 这 双星 所 射 来 的 光 的 观察 , 知 
道 这 两 支 光 到 达 我 们 所 需 的 时 间 并 没有 很 大 的 差别 . 所 以 无 论 在 
理论 上 ,或 在 实验 中 ,我 们 无 法 接受 上 面 所 说 的 假定 . 

第 二 个 企图 是 假定 以 太 给 地 球 拖 住 . 

这 便 是 一 度 有 名 的 拖 虹 理论 (Teopuna nparn). 这 个 理论 假定 以 
太 为 光 所 经 过 的 物质 (或 光 的 路 程 附近 的 物质 ) 所 扼 住 ,一 起 运动 . 

用 这 个 理论 去 解释 迈克 耳 孙 - 砚 雷 实验 时 ,我 们 只 消 假定 以 大 
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为 地 球 所 拖 住 一 起 运动 ,因此 § 30 的 式 中 的 等于零, 因此 两 支 
光路 程 的 时 间 差 在 仪器 转动 时 没有 变化 ,因而 解释 了 实验 结果 . 

单独 地 引入 这 个 理论 而 不 打破 (29. 1) 式 ,依然 是 同 某 些 实验 
冲突 的 . 在 此 我 们 叙述 两 个 如 此 的 实验 . 

第 一 个 是 斐 索 (Fizeau) 实 验 @( 见 图 27). 光 自 光源 4 射出 ,在 
镜 So。 处 分 为 两 支 . 一 支 的 路 程 为 CCEC1C,DBCsCoF, 男 一 支 路 程 
为 CoC3BDC2C1ECCoF ,两 支 光 在 下 处 会 合 . 图 中 粗 线 代 表 一 个 容 
器 的 壁 ,容器 中 充满 了 水 ,依照 图 中 箭头 方向 流动 . 在 实验 中 ,我 们 
使 水 的 流速 自 零 值 逐 渐 增 加 至 wv, 观察 在 下 处 的 干涉 图 案 在 此 过 
程 中 有 和 否 变化 . 


图 27 


当 水 的 流速 是 零 时 ,两 支 光 自 Co 绕 一 周 返 至 Ce 所 需 的 时 间 

是 相等 的 . 当 水 的 流速 是 v 时 ,以 太 也 有 了 运动 ,速率 也 是 v( 依 照 

拖 蝶 理 论 ), 因 此 对 于 第 一 支 光 而 言 , 光 相对 于 我 们 的 速率 等 于 光 
相对 于 以 太 的 速率 减 去 v, 亦 即 

CBA (31. 1) 

式 中 ?代表 水 的 折射 率 . 称 BD 加 CE 的 长 为 1, 光 经 过 BD 和 CE 


由 H.Fizeau, C. R. 33 (1851)349; Ann. d. Phys. und Chem., Erg. 3 (1853) 
457. 
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所 需 的 时 间 为 
l/{(c/n) — v}. (31. 2) 
对 于 第 二 支 光 , 所 需 时 间 为 
A (31. 3) 
时 间 差 为 
WB (EC = 0 (pF EY (31. 4) 
但 事实 上 , 自 和 干涉 图 案 的 变化 ,可 以 算出 真正 的 时 间 差 
21Bn? — 1)/{c[1 — Pen (rn? 一 1)2]). 3 


为 求 得 这 个 时 间 差 ,必须 将 光 在 水 中 相对 于 我 们 的 速率 (c/n) 一 v， 
(c/n) 十 v 分 别 地 改 为 
cz 一 VC(1 一 2 2)， cz 十 oo 一 2 一 )， (31.56) 

(1 一 x“) 在 此 称 为 拖 蝶 系数 ;意思 是 说 水 没有 将 以 太 完 全 拖 住 ,而 
只 是 使 它 有 一 个 速率 ,等 于 w 的 一 部 分 . 

第 二 个 实验 是 光 的 “ 行 差 ”(a6epp&uus cseTa). 在 此 ,我 们 讨论 
一 个 很 远 的 星 射 至 地 球 的 光 的 方 同 . 我 们 先 取 一 个 观察 者 O( 在 保 
持 (29. 1) 的 情形 下 , 即 等 于 选择 一 个 坐标 系 , 一 个 可 以 运动 的 坐标 
系 ) ,使 对 他 而 言 地 球 在 夏天 的 速度 是 沿 x 轴 正 辣 的 ,大 小 为 v, 在 
冬天 的 速度 是 沿 z 轴 负 向 的 ,大 小 也 是 v. (这 个 观察 者 可 以 认为 
是 太阳 . ) 先 讨论 夏天 在 地 球 上 观察 星 的 情形 . 今 对 于 我 们 所 选择 
的 观察 者 O 而 言 , 星 所 射 至 地 球 的 光 的 方 回 是 4B( 见 图 28) ,速率 
是 x. 国 出 天 量 CB, 沿 工 方 回 ， 
长 度 是 v。A4B,CB 分 别 代 表 光 4 
相对 于 O, 地 球 相 对 于 O 的 速 
度 ,因此 矢量 4C 代表 光 相 对 于 c 
地 球 的 速度 . 依照 拖 忠 理论 ,后 
者 的 长 度 应 等 于 c. 

< ABDT—= ACBSU ©C B x 
得 
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= ee (831.75 
由 此 得 
$= mt ). 《3 8 
要 考虑 冬天 的 情形 ,只 消 将 
C 点 画 在 妃 点 的 右 方便 行 ( 见 图 
29). 4 的 方向 必须 认为 与 前 
相同 (因为 这 是 由 于 星 与 太阳 的 
相对 位 置 而 决定 的 ). 因此 称 新 
的 yy 为 y ,得 
人 


WT 
sing sin(y’ — $)° 


(31, 9) 
由 此 得 
yy — $= Bsing + OB). 
(Ta 
se 但 事实 上 ，(31. 8), (31. 10) 的 


右 方 应 该 分 别 地 为 
TBsing+ wh’singcos$ + OC(B), (31.11) 


与 (31. 8),(31. 10) 不 符 . 注 意 在 以 上 的 理论 中 我 们 由 于 应 用 拖 电 
理论 的 缘故 ,假定 了 4C=c. 事 实 上 如 果 令 4B=c, 绩 果 也 与 
C31.. 1!1 7 人行: 


在 历史 上 ,我 们 先 有 斐 索 实 验 (1851 年 ), 后 有 和 迈克 耳 孙 - 莫 雷 实验 (1886 
年 ). 此 外 有 一 个 与 斐 索 实 验 极 类 似 的 实验 , 称 为 霍 克 (Hoek) 实 验 (1868) ,在 
此 不 拟 介 绍 . 由 于 斐 索 实验 的 结果 ,我 们 假定 当 光 在 速率 为 而 折射 率 为 7 
的 介质 中 进行 时 ,以 太 具 有 一 个 速率 

(1 一 7 一). (38112) 
如 果 接 受 了 这 个 理论 ,那么 在 迈克 耳 孙 - 莫 震 实验 中 ,由 于 光 所 经 过 的 介质 是 
空气 ,2A1 ,那么 以 太 的 速率 (31. 12) 便 等 于 去 , 亦 即 不 随地 球 运 动 .因此 , 便 
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无 法 解释 迈克 耳 孙 - 真 雷 实验 . 


以 上 的 讨论 告诉 我 们 如 果 只 用 拖 虹 理论 而 不 打破 (29. 1) 式 ， 
不 能 同时 地 解释 翡 索 实验 及 迈克 和 耳 孙 -英和 雷 实验 ,也 不 能 解释 光 行 

至 于 为 了 解释 迈克 和 耳 孙 - 英 雷 实验 而 不 保持 (29. 1) 的 尝试 ,我 
们 可 以 指出 两 个 . L 

一 个 是 假定 对 于 任何 观察 者 , 光 在 真空 中 的 速率 都 一 样 ,都 是 
c. 严格 地 说 ,这 假定 是 对 于 一 群 相 互 作 等 速 运动 的 观察 者 , 光 在 真 
空 的 速率 都 是 c. 这 破坏 了 (29.7) 式 ,因而 破坏 了 (29. 1). 在 下 一 
节 中 我 们 将 仔细 地 讨论 这 个 假定 .在 这 里 ,我 们 只 指出 它 能 解释 迈 
克 和 耳 孙 -英和 雷 实验 ;用 它 去 解释 这 实验 时 只 消 令 地 球 为 观察 者 , 便 
解决 了 一 切 . 

另 一 个 假定 是 斐 效 杰 若 (Fitzgerald) 收 缩 岂 . 这 个 假定 说 如 果 
有 一 个 物体 在 某 一 个 观察 者 O' 看 来 是 不 动 的 ,而 在 另 一 个 观察 者 
O 看 来 是 沿 x 轴 以 速率 v 运动 的 ,那么 它 沿 工 方 同 的 长 度 由 O 量 
得 的 值 /; 同 由 O' 量 得 的 值 /; 有 以 下 的 关系 ， 


CI (31. 13) 
沿 y 或 z 方 向 的 长 度 由 OO,O' 量 得 的 值 则 相等 ， 
P= le (31. 14) 


这 个 假定 可 以 由 上 面 所 谈 的 假定 获得 ;同时 目 这 个 假定 及 一 些 另 
外 的 补充 假定 可 以 求 得 上 面 的 假定 ;这 些 放 在 以 后 讨论 ,在 此 我 们 
看 这 个 假定 如 何 地 解释 迈克 耳 孙 - 英 备 实验 . 

令 1,lz 代表 地 球 上 一 个 观察 者 在 仪 絮 未 旋转 前 所 量 得 CD， 
CE 的 长 度 . 我 们 设 喘 处 地 为 以 太 , 现 在 讨论 两 支 光 的 干涉 . 因为 
斐 兹 杰 基 收缩 破坏 了 (29. 1), 所 以 我 们 在 讨论 一 段 时 间 , 一 个 运动 
时 ,必须 说 明 观 察 者 是 谁 . 在 此 段 中 以 下 所 讨论 的 ,都 是 对 于 观察 


@ 参阅 C.F. Fitzgerald and O. Lodge, London Transaction A184 (1893)727. 
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者 以 太 而 言 的 . 在 仪器 未 转动 前 ,我 们 依然 有 (30. 1) 中 的 相对 速率 
c 一 vc 十 v( 如 果 wv 是 以 太 所 观察 到 的 地 球 相对 于 它 的 速率 ) ,但 是 
因为 CD 对 于 以 太 而 言 是 动 的 ,而 方向 又 与 运动 方向 相同 ， 
(30.1) 中 的 2 应 改 为 (1 一 PB)“; 此 外 (30. 1) 没 有 改变 . 至 于 向 
Sz 而 行 的 光 , 我们 令 它 的 方向 (由 以 太 看 来 ) 与 4B 成 一 个 角 
arccos(v/c) ,如 此 方 能 使 这 支 光 为 S; 折 回 而 遇 So 时 可 以 遇 到 5。 
的 中 点 C, 与 至 Si 而 折 回 的 光 相对 合 , 因 此 (30.2) 依 然 有 效 . 因此 
(30. 3) 的 惟一 变化 是 将 4 变 为 11(1 一 PF) .同样 (30.4) 的 变化 是 
将 4s 变 为 1;(1 一 廊 )“. 因此 以 太 所 观察 到 的 两 个 时 间 差 (30. 3)， 
(30. 4) 完 全 相同 ,因而 没有 干涉 图 案 的 变化 .注意 在 此 我 们 没有 讨 
论 地 球 上 观察 者 所 应 该 观察 到 的 结果 . 

必须 强调 地 指出 : 第 一 个 尝试 是 更 本 质 的 ,而 第 二 个 尝试 及 
其 他 类 似 的 尝试 是 片面 的 .零星 的 . 必须 指出 ,第 一 个 尝试 非但 解 
释 了 近 - 英 实验 ,也 直接 建立 了 本 章 开 始 所 提起 两 个 观察 者 的 
(zyyzot)y 《ZX ,yz' ,i ) 之 间 的 关系 ,这 个 关系 又 能 解释 上 列 其 
他 几 个 实验 ,成 为 一 个 完整 的 而 与 事实 相符 的 理论 ( 见 以 下 几 节 ). 
其 他 尝试 ,在 没有 引入 补充 的 假定 前 ,显然 不 是 一 个 完整 的 理论 ， 
因而 是 不 够 理想 的 . 


$ 32” 洛 伦 兹 变换 


现在 较 详 地 讨论 解释 迈克 耳 孙 - 葛 雷 实 验 而 不 保持 (29. 1) 的 
第 一 个 尝试 . 这 便 是 假定 对 于 许多 互 作 相对 等 速 运 动 的 观察 者 , 光 
速 取 相同 的 值 c. 更 严格 地 说 ,假定 光 的 群 速 取 同 值 c. 这 带 来 了 有 
名 的 洛 伦 兹 变换 . 这 个 变换 最 初出 现 于 洛 伦 兹 的 工作 中 ,但 完全 地 
及 正确 地 导出 这 个 变换 及 阐明 它 的 意义 的 第 一 个 人 是 阿 。 爱 因 斯 
坦 . (不 幸 地 ,他 的 理论 带 有 一 些 唯心 的 色彩 , 见 本 书 § 37. ) 由 光 


QW A. Einstein, Annalen der Phystk, 17 (1905), 891. 
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速 不 变 的 假定 导出 洛 伦 兹 变换 的 具体 讨论 如 下 . 

令 0,O 为 两 个 观察 者 , 令 O 看 到 O' 以 速率 v 沿 工 轴 正 向 相 
对 于 OO 而 运动 .为 肯定 起 见 , 令 Ox,O'x' ,Oy,O'y ,Oz,O'z' 成 对 
地 平行 ( 即 Oz 0O'z',Oy 上 O'y'，,…). 又 假定 在 t=0 时 , 0,O' 互 
相合 合 , 而 那 时 六 也 等 于 零 . 让 我 们 假定 0,O' 所 观察 任何 一 件 事 
而 得 的 (x,ysz;yt) 及 (x',y ,z' ,zt ) 中 有 线性 的 关系 . (所 以 如 此 假 
定 , 乃 是 因为 这 已 经 可 以 使 光速 对 于 O,O' 取 同 值 c, 也 是 因为 空间 
时 间 每 一 点 的 性 质 应 该 是 一 样 的 , 换 句 话说 ,是 因为 时 空间 中 没有 
性 质 特殊 的 点 . ) 在 上 述 的 O,O' 的 情形 下 ,我 们 可 以 假定 


t'= bt gz, (C32 1 
Z 一 QZ 十 At， (32. 2) 
y = g2y, 203) 
2 一 83z， (0324 
式 中 6,a,g,h,gz,g3 都 是 常数 .由 于 O,O' 中 的 对 称 性 ,得 
y= g2y. 
因此 
y= g2y' = g2(82y) = g2y, 
亦 即 
gz 一 1， 
亦 即 
g2 三 1. 
同 理 
g3 一 ]. 


将 O' 认 为 被 研究 的 物体 , 它 的 z 等 于 对 , 它 的 之 始终 为 零 . 炙 
即 , 当 z 王 在 时 ,被 研究 的 物体 即 是 0' ,因此 之 等 于 零 ; 因 此 
0 = avt 十 ht， 
亦 即 
h =— av. (32. 5) 
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以 此 代入 (32. 2), 再 自 (32. 1), (32. 2) 中 求 zx, 得 
= ee 
在 本 节 中 我 们 将 证 明 (32. 2) 式 中 地 的 系数 a 的 倒数 ae , 即 是 与 
0O' 一 起 运动 的 物体 由 O 看 来 长 度 的 收缩 率 ( 见 下 面 (32. 14)), 同 
样 (32.6) 中 zx' 的 系数 的 倒数 即 是 与 O 一 起 运动 的 物体 由 O' 看 来 
长 度 的 收缩 率 . 由 于 0,O' 在 这 一 点 上 的 对 称 性 ,得 


; (32. 6) 


人 


a = 6b/[alb + ve)|. (C82: 7) 
对 于 一 文 沿 zx 轴 正 问 运 动 的 光 , x=ct, 因 此 
TX' = a(zr— vt) = alct — vt), 


t' = bt gr = bt gct. 
依照 光速 等 值 的 假定 , xz/' 应 该 与 ct' 相等 . 因此 
cb get) = a(ct — vt), 


亦 即 
c( 十 gc) = alc — v). (32. 8) 
同样 地 讨论 沿 xz 轴 负 向 进行 的 光 , 得 
—c(b— gc) =— alc + v). (32. 9) 
由 (32. 8), 《32.9), 得 
wD 


代入 (32. 7) ,得 


0 ee 
由 此 求 出 g. 我 们 的 最 后 结果 是 
| 二 (1] 一 B2) -z(t ,yy 


(32. 10) 
xz' = (1 mB) (rz— vt), z= z. 
由 此 可 求 出 
1 
1 一 (1 一 B2) 2( dvr/c), y= yy, 
| Ws 
RE = Mm i ) ,RZ'. 
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由 (32. 11) 可 以 看 到 由 0' 看 来 , O 以 速率 v 沿 x 轴 负 问 运动 . 
(32. 10) , (32. 11) 通 常 称 为 洛 伦 兹 变换 ,是 狭义 相对 论 中 最 基本 的 
2 
由 (32. 10) 式 可 以 证 明 
TI 十 十 2 一 C= 二 Xx 十 y 十 zx 一 ct? (32.12) 
事实 上 ,如 果 将 h 的 值 (32.5) 代 入 (32. 2) ,得 
x' = a(zr — vt), (32. 13) 
而 要 求 (32.1)s(32: 13),(32.3)5 (92. 4 的 系数 Dgs02v58s 六 池 
地 确定 ,使 (32. 12) 对 于 任何 (xz,y,z,z) 而 言 是 满足 的 ,我 们 也 可 以 
获得 (32. 10), (32. 11) 式 . 证 明 在 此 精简 . 当 (32. 12) 成 并 时 ,我 们 
便 有 以 下 的 情形 . 如 果 由 O 看 来 , 光 在 上 一 0 时 刻 自 原点 出 发 ,光速 
等 于 63 于 和 妈 (32. 12) 在 方 千 于 稚 ; 因 此 右 廊 千 让 竹 ; 丙 在 由 .O' 有 有 
来 ,这 支 光 在 =0 时 刻 也 自 原点 出 发 ,与 (32. 12) 右 方 等 于 零 的 
意义 一 起 考虑 , 便 得 了 由 0O' 看 来 光速 也 是 c 的 结论 . 反之, 如果 有 
以 上 所 谈 的 情形 ,那么 (32. 12) 式 便 成 立 . 因此 由 (32. 12) 导 出 洛 伦 
兹 变换 , 正 是 想像 中 的 事 . 
现在 让 我 们 讨论 如 何 由 (32. 10), (32. 11) 获 得 翡 兹 杰 著 收缩 
(CcokpallieHMe Mactra6oB 24961) 的 理论 . 
令 4A,B 两 点 对 于 O' 而 言 是 不 动 的 . 令 它 们 的 时 空 坐标 是 
(机 四 ) (za 户 )， (2 页 ) (za 加 )、 O' 认 为 45 的 长 度 是 zy 一 zi; 
这 显然 是 不 变 的 ,因为 zi ,zxz 都 不 变 . O 认为 4B 的 长 度 是 zs 一 
Xl ; 轩 A,b 两 点 对 于 O 而 言 是 运动 着 的 » ZI1 一 1) ,TX2 TX2(t) ji 
以 长 度 是 
Da) = A 
Xz(t) ,Xx1(t) 两 个 函数 可 以 分 别 地 由 
i wh, 
zz = a{x2(t) — vt)}. 


而 求 得 , 将 上 两 式 相 减 ,得 
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zolt) — Xt) =a (zx; — 7X)= (1— oa 一 zx). 
(32. 14) 

因此 长 度 zz 一 zi; 与 时 间 z 无 关 而 比 O' 所 量 得 的 长 度 小 (1 一 5 六 
倍 . 至 于 由 0 10) 去 证 明 沿 yz 方向 的 长 度 对 0,O' 是 一 样 的 ,是 
极 显 然 的 ,不 必 多 提 . 用 同样 方法 ,可 以 证 明 与 O 一 起 运动 的 两 点 
A,B, 由 0' 看 来 它们 沿 z 方 同 的 距离 比 由 O 看 来 的 距离 小 ,小 
(1 一 忆 )2 倍 .以 上 便 是 由 (32. 10) 求 出 韭 兹 杰 著 收缩 的 讨论 . 

除了 上 面 所 述 的 斐 效 杰 若 收缩 外 ，(32. 10) 男 有 一 个 影响 , 称 
为 钟 的 推迟 (3aria3nprBaHtie yacoB). 具体 地 讲 , 这 是 说 一 个 对 /而 言 
是 不 动 的 钟 ,由 O 看 来 觉得 它 比 一 个 对 O 不 动 的 钟 走 得 更 慢 . 证 
明 如 下 .一 个 对 CO' 不 运动 的 钟 , z 是 不 变 的 . 令 此 钟 的 分 针 走 一 全 
周 ; 令 此 过 程 的 始终 时 刻 在 O,O' 看 来 为 41,t2,41 ,tz. 由 于 


fi 3 (1 i 2 十 ro 
ts 二 (1 一 议 庆 区 十 vx’'/c’)， 


— 
dl 


a (32. 15) 
因此 在 上 述 过 程 中 , t, 一 & 等 于 一 小 时 ,而 总 一 吉大 于 一 小 时 , 亦 
即 是 当 一 个 对 O' 不 动 的 钟 的 分 针 走 一 周 后 ,O 觉得 时 间 已 过 去 了 
比 一 点 钟 还 多 的 时 间 . 换 句 话说 ,O 觉得 那个 钟 走 慢 了 . 

以 上 两 点 是 洛 伦 兹 变换 的 直接 结果 ,是 光速 不 变 的 假定 的 必 
然 结 有 果 . 这 似乎 是 一 时 不 易 接 受 的 ,但 只 消 我 们 认识 到 了 (zx,y,z， 
it),，(x',y ,z' ,zt') 中 可 能 有 不 同 于 (29. 1) 的 关系 , 便 不 难 接 受 这 些 
较 新 的 观念 . 

我 们 可 以 将 (32. 10) 推 广 至 v 不 在 x 轴 方 向 的 情形 . 假定 Oz,O'z' ,Oy， 
O'y 等 依旧 成 对 地 平行 ,假定 v 用 这 些 坐 标 轴 后 成 为 (v;,v,,v). 取 轴 Ox"*， 
O'r"',Oy* ,Oy"',…, 成 对 地 平行 ,使 得 vo 在 Ozx* ,Oy" ,Oz" 坐标 中 成 为 
(v,0,0). 用 这 些 坐 标 轴 后 的 坐标 xz ,y ,z”" ,zx*',y*',z"' 及 时 间 z,r 显然 地 


第 六 章 ”狭义 相对 论 的 时 空 观 及 相对 论 原理 219 


满足 (32. 10), (32. 11) 式 . 通过 (zx* ,yz ) 与 (x,y,z) 的 关系 ，(x*',y*'， 
Zz"') 与 (x',y',z') 的 关系 , 便 可 以 求 出 (zx,y,z,i) 与 (x',y ,z ,t) 的 关系 ,这 
个 关系 如 下 : 

z={+07— Dzrt 0 — Dv/v et (= Tv/ — Uy 

y = 7 vr/v tt {lt+ 7 Oo vi/vi}y tt (7 — vyvz/v’ — vyyt, 

2 Dv EC So | Ue 10 vd 

t' 一 一 Yor/c? 一 Yvyy/c? 一 yosz/c2 十 yt, 

(32. 16 ) 

式 中 7 代表 (1 一 所 ) . 欲 自 z ,y ,z',t 中 求 x,y,zst, 只 消 在 上 式 中 将 (zx'， 
yy ;2st ) 与 (Xx,yyz3t) 交 换 , 同 时 将 vj,v,,v; 换 为 一 v,, 一 v,, 一 v. 坐标 轴 
OX,O'X' ,OY ,OZ ,… 不 成 对 平行 的 情形 也 可 以 根据 上 法 的 精神 去 讨论 , 详 
细 情 形 在 此 精简 .为 了 避免 不 必要 的 麻烦 ,在 以 后 讨论 中 ,我 们 只 讨论 v 沿 
OX 轴 的 情形 . 

最 后 , 补 加 一 名 关于 自 斐 效 杰 惹 收缩 求 (32. 10) 的 讨论 . 已 有 了 (32. 5) 及 
韭 效 杰 苇 收缩 的 假定 
| 
”和 了 证 ) 一 尼 光 
依然 不 能 完全 地 确定 6,g 等 .为 了 确定 2,g 等 ,必须 引入 补充 的 假定 .例如 我 
们 可 以 引入 以 下 的 假定 : 即 当 O 看 到 CO 以 速度 v 运动 时 ，O' 看 到 O 以 速度 
一 v 运动 . 由 这 个 假定 及 (32. 6) ,得 


G0 = 


a (32.17) 


亦 即 
a = 0. (32. 18) 
由 (32.5),(32.17) 及 (32.18) 即 可 求 出 (32. 10) 中 所 有 的 系数 . 


3 33 ”速度 及 加 速度 的 合成 


为 了 解释 § 31 中 的 斐 索 实 验 及 光 行 差 实 验 起 见 ,我 们 在 此 讨 
论 当 一 个 质点 在 O' 看 来 有 速度 (xz ,zx:) 时 ,在 O 看 来 它 有 什么 
速度 (wx,u,,w). 这 称 为 “速度 的 合成 2 的 讨论 . 

目 (30. 10) 式 ,我们 知 x' 变 至 之 十 dz' 光 变 至 疼 十 d 时 ,z， 
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y,z;t 也 有 变化 .它们 中 的 关系 为 

dz = 二 d{7Y(z' 十 vt')} 二 7Y(dz' 十 vdz')， 

di = d{7Y(' + vz' /6 )}) = Yd + vdzrx' /ce’). 
在 此 ,我 们 已 知 dx' 二 widz' ,因此 


dz dzZ' 十 vdz! udt' 十 wdt 
人 vu dt' /c? 
w 
= 让 人 
同样 
Ww, 一 | 十 vu /c’)Y) , (38, 2 
u, = wu/{(1 十 ua]c2)7). (33. 3) 
由 这 些 , 可 以 求 出 


2 = (uz — v)/(1 — vus/c’), 
2 C3357) 
a te 
如 果 将 (ww ,wl) 写 为 w (cos 0 ,sin 0',0) ,那么 (wi,uy,ui) 便 成 为 
xcosb0sin0,0); 而 (xz 0) (wu' ,0 ) 中 有 以 下 的 关系 


wu“ 十 v 十 2u'vcos0 一 wu ’(v/c)’sin: 0 


(1 十 wu'vcos0 /c’): 和 (33. 5) 
tan0 = wu’' sin0'(] 一 Dey ti cos 0' 十 v)， 
a ww 有 en » 
(58: 6 


tanl0 = wsinb(] 一 i 一 忆 ). 
如 果 9 二 0, 那 么 9=0, 而 同时 
u Sn ve . (38:.7) 
由 这 些 式 子 不 难 证 明 : 当 vc 时 ,如 有 果 w' 二 ec, 那么 也 小 于 等 于 
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c; 如 果 uc, 那 么 ww' 也 小 于 等 于 c. 换 句 话说 ,如 有 果 物 体 的 速率 原 
来 小 于 c, 它 便 不 可 能 由 于 观察 者 的 改换 而 变 为 大 于 c. 以 后 我 们 
将 说 明 有 必要 假定 所 有 物体 (质点 ) 的 速率 都 小 于 c; 因 为 观察 者 
本 身 可 以 认为 是 被 观察 的 质点 ,所 以 它 的 速率 也 将 假定 小 于 c; 假 
定 这 一 点 的 理由 在 以 后 讨论 (3 35). 

我 们 可 以 援 用 同样 的 方法 来 讨论 加 速度 的 合成 . 将 (33. 1) 式 
两 方 取 微 分 ,得 

dz 一 d{(w + v)/( 十 uv/e’)) 


= du /{7(1 十 uv/c’)}. (33. 8) 

但 已 知 
dt = Y(dt’' + vdz'/c?) = Ydt' (1 + vu /c’), 
(33. 9) 
因此 得 
du, dz ] 
3 de df Po eo) 

亦 即 

a, 一 Q /YX(C1 十 vu /cz2) )3. (33. 10) 
同样 地 ,我 们 证 明 


a, = ay/{7(1 十 was/c2))2 一 Yvuyar/c (7(1 十 vus/c’))}, 

本 | 2 vu /ic2) )2 一 Yuua' /cz2(7Y(C1 沸 vu /c2) } 3. 
033 二 
要 求 用 aoyaysasaacs 下 出 waspassas 的 式 于 5 内 消 在 凸 式 中 将 
yd ,UU U9 分 别 地 换 为 2 7 pe 


Uy Uz, Fe 即行 . 
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$34 用 洛 伦 效 变换 去 解释 第 31 节 中 的 两 个 实验 


证 我 们 首先 解释 斐 索 实 验 电 . 称 水 为 观察 者 0' , 称 我 们 为 观察 

者 O. 对 于 观察 者 O' 而 言 ,介质 是 不 动 的 ,因此 光 的 速率 为 c/n. 那 

么 当 光 沿 CCEC1CaDBCsCoF 进行 而 我 们 对 于 CE 段 中 的 光 进 行 
讨论 时 , 0' 对 于 O 的 速度 是 v, 沿 x 轴 负 向 ,而 ww 是 c/n, 因 此 

ed (c/n)—w (c/n)— wv 

c 1 ve 


EE 
NC cn 


如 果 讨 论 光 自 D 进行 至 B 时 对 我 们 的 速度 ,那么 w= 一 c/n, 而 
O' 对 O 的 速度 为 v, 沿 xz 轴 正 向 ， 


(3451) 


i (34. 2) 
1+u[ 一 | 二 
当 (c/n) 污 v 时 ，(34.1),(34.2) 的 绝对 值 都 是 
C VU C ] 也 
一 可 /= 总 O 1 二 过 二 ol 克 |. 
(C3343 


同样 可 以 证 明 当 光 沿 CoC3BDCsC1ECCoF 进行 时 , 它 对 于 我 们 的 
速度 的 绝对 值 是 


2 
< 二 zl1 一 点 + ol 二 |， (34. 4) 


n n 
因而 证 实 了 (31. 6). 

以 上 是 用 群 速度 的 讨论 ;我 们 也 可 以 用 相 速 度 来 讨论 .为 简单 

起 见 , 只 讨论 光 目 B 至 DD 进行 的 情形 .假定 对 于 O' 而 言 ,光波 的 


Q@ ”在 这 里 我 们 用 相对 论 中 的 速度 合成 来 解释 斐 索 实验 . 但 我 们 也 可 以 建立 以 地 
球 为 观察 者 的 电磁 场 方程 (此 时 介质 一 一 水 一 一 是 运动 的 ,所 以 这 样 的 场 方程 也 称 为 
运动 介质 的 场 方程 ), 由 此 直接 证 明 (31. 6) 式 . 参阅 H.A. Lorentz,，Lectures on 
Theoretical Physics ，Vol. 五 ，p. 301. 在 实质 上 ,这 说 明了 麦克 斯 圳 方程 对 于 任何 观察 
者 都 有 效 . 
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振动 可 以 用 下 式 来 描写 : 
K' cos 2rmy | 7 Re | (34. 5) 
换 句 话说 , 即 是 假定 光 的 相 速 度 是 c/n. 对 于 O 而 言 ,光波 成 为 
Kecos 2m| : 一 三 | ， (34. 6) 


式 中 为 一 个 还 没有 确定 的 常数 .根据 § 29 中 的 讨论 ，(29. 11) 与 
(29. 12) 是 相等 的 ;根据 同样 的 精神 ,获得 


x! 


1 1 ee 过 之 
2 |; - 交 |= ?| |. (34.7) 


以 (32. 10) 的 右 方 代替 上 式 中 的 二 ,z ,再 令 上 式 左右 两 方 :,z 的 
系数 分 别 地 相等 , 便 获 得 


vy 
"ll + hy 
/一 | 一» 
(PLE @ (elm 
两 式 相 除 , 即 获得 
> oh. 2 9 (3: 8) 


1 十 立志 忘 
nc 


亦 即 是 (34. 4) 式 . 

其 次 ,让 我 们 讨论 光 行 差 的 实验 .为 此 ,我 们 称 太 阳 为 0, 地球 
为 O'. 先 讨论 夏天 的 情形 , 即 O 看 到 O0' 以 速率 vv 沿 工 轴 正 向 运动 
的 情形 . 利用 (33. 6) 式 ,再 注意 这 个 实验 中 的 yy,$ 万 是 (33. 6) 中 的 
r 十 0 ,zt 十 9, 再 假定 x=c, 便 获得 了 


tany = sin$(] 一 Wy Ee $ 十 8B). (34.9) 
由 此 可 以 算出 

So 

cosy 一 (8 十 cosg)/(1 十 cosbg)， (34. 11) 


因此 
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Ee . (TE 
sin(y — $)=— psing 十 i sin gcos lb 


=— Bsing + Psingcos$ + OF’), 


所 以 ”yy—$=— Bsing + Bsingcos$ + OCB). 
同样 ,算出 在 冬天 的 情形 下 ， 
几 — $= Bsing + Psingcos$ + OP’). 
这 正 是 实验 的 结 
注意 我 们 也 能 用 相 速 度 的 讨论 来 求 得 以 上 的 结果 . 为 简单 起 
见 , 只 讨论 夏天 的 情形 . 假定 光波 对 于 O 的 相 速 率 是 c. 假定 对 于 
O,O' 而 言 ,光波 分 别 地 取 以 下 的 形式 
K cos 2nv{t — (nsx 二 nyy 二 nz2)/c}, 
天 全 0 DRY (2  — (Nm! FE ny na) ), 
式 中 ,n,n,,nl,u' 为 一 些 还 没有 决定 的 常数 ,n' 等 满足 2 十 n% 
十 nn 二 1. 依照 $29 中 的 讨论 ,以 上 两 个 波 的 相 是 相同 的 .将 
t Xx yz 表 为 trx'y'z' 的 函数 (利用 (32. 11)), 将 两 个 相 的 式 中 的 
t' ,X,Yy ,Zz' 的 系数 分 别 置 为 相等 ,得 


(34. 12) 


一 | | 
i 小 ? 


Vn, 2 也 7 
Vn _ my ns _ Ws 


wu C 


和 时 后 兰 企 过 厅 方 后 相册 得 
Et IE 


2 (34. 14) 


yy/ 
mu!'? 


再 与 第 一 个 式 子 比较 ,得 
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消去 v,v , 便 获 得 
pa i B2) zn Rs Pe) zn, 
+ (1 Bn,.)’ oe (1 — Bn,) 0 (1 — pn,) ” 
(34.15) 
注意 在 我 们 的 实验 中 ,如 果 令 光 对 于 O 而 言 ,是 在 zy 平面 中 的 ， 
与 OX 轴 成 角 r 十 岂 正如 图 28 中 所 示 的 ,那么 ， 
7 一 Cos(X 十 办 = 一 cos$,， nn,=— sing, nn,= 0; 


(34. 16) 


n 


由 (34.15) 及 上 式 ,得 n= 二 0, 因 此 可 引入 y, 使 
n, 一 一 cosy, n, 一 一 siny, n, 一 0. (34. 17) 
这 个 y 便 是 $31 图 28 中 的 y. 由 (34.15),(34.16),(34.17) 得 
cosy$ 三 (BT cos$)/(l peosys), 


Se 

CR 

以 上 的 讨论 有 两 点 意义 : 第 一 ，(34. 14) 证 明了 如 果 光 波 的 
相 速 率 对 于 某 一 个 观察 者 是 c, 它 对 于 另 一 个 观察 者 也 是 c. 光波 
相 速 率 等 于 c 是 麦克 斯 韦 方 程 的 特征 之 一 ,所 以 这 说 明 在 (32. 10) 
下 ,我 们 的 理论 有 可 能 使 不 同 观 察 者 所 观察 到 的 电磁 场 都 适合 麦 
克 斯 韦 方程 . 第 二 , 光 行 差 的 实验 说 明了 如 果 对 于 某 一 个 观察 者 群 
速度 与 相 速 度 的 大 小 都 是 c, 方 向 相同 ,那么 对 于 男 一 个 观察 者 群 
速度 与 相 速 度 的 大 小 也 都 是 c, 方 向 也 相同 . 群 速度 与 相 速 度 大 小 
方向 相同 ,是 麦克 斯 韦 方程 在 真空 中 的 特征 之 一 ,因此 这 提示 了 在 
我 们 的 理论 中 麦克 斯 韦 方程 对 于 不 同 的 观察 者 都 成 立 的 可 能 性 . 
至 于 这 个 问题 的 解决 , 见 本 书 第 七 章 . 在 此 不 妨 指出 : 因为 我 们 假 
定 有 一 个 观察 者 ,对 他 而 言 麦 克 斯 韦 方程 有 效 , 因 而 对 他 而 言 光 的 
群 速 、 相 速 都 是 c, 那 么 由 于 (34. 14) 中 的 结果 ,我们 知 光 对 于 所 有 
的 观察 者 的 速率 ,无 论 所 讨论 的 是 群 速 或 相 速 ,数值 都 是 <. 

(32. 10) 完 满 地 解释 了 斐 索 及 光 行 差 实验 , 确 是 令 人 满意 的 . 
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因为 两 个 观察 者 测量 一 件 事 情 的 时 刻 所 得 的 结果 可 以 不 一 
样 , 便 自然 而 然 发 生 以 下 的 问题 . 令 A,B 为 两 件 事 ,它们 的 时 空 坐 
标 对 于 观察 者 O 而 盲 是 (了 9211 (eVDiZM 对 生男 一 个 观 
察 者 O' 而 言 是 (zyiziti), (ziy1zx1iti), 那 么 有 没有 
A 
而 ti 一 ti<0 
的 情形 ? 如 果 有 这 样 的 情形 ,是 不 是 意味 着 因果 律 受到 了 破坏 ? 
这 个 问题 的 回答 是 : 我 们 必须 假定 所 有 物体 的 速率 都 小 于 或 
等 于 c; 那 时 如 果 两 件 事 中 有 一 个 可 以 影响 另 一 个 ,它们 的 时 间 间 
隔 一 ti ,ti 一 t' 等 等 便 取 同样 的 符号 .所谓 * 有 一 个 可 以 影响 另 
一 个 ”, 即 是 指 可 以 有 一 个 影响 , 自 4 传人 至 B, 或 和 目 B 传 至 A. 因此 
用 了 本 段 中 的 假定 ,这 等 于 说 
| (35. 1) 
自 (32s 10 了 得 


(35..2) 
自 (35.1), 知 上 式 中 右 方 括号 第 二 项 的 绝对 值 比 第 一 项 的 绝对 值 
小 ;因此 zi 一 吉 与 t1 一 ti 取 同 一 符号 .为 了 使 当 两 件 事 之 一 能 影 
响 至 另 一 个 时 与 一 去 与 到 一己 取 同一 符号 (这 样 因果 律 才能 成 
立 ) ,我 们 必须 假定 对 于 所 有 的 观察 者 ,所 有 物体 的 速率 都 小 于 或 
等 于 c. 事实 上 这 只 需要 这 人 句 话 对 于 一 个 观察 者 有 效 ; 因 为 自 一 个 
观察 者 换 至 男 一 个 观察 者 ,物体 的 速率 不 能 由 小 于 < 的 值 变 为 大 


由 H. Minkowski: Raum und Zeit, Phys. ZS. 10 (1909)104. 
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于 < 的 值 . 
A,B 两 件 事 在 四 维 空 间 中 的 距离 ,可 以 用 四 个 数字 
7 (8552) 
来 描写 . 它们 与 
(Ti CO— TY Oo Yi ict CO— 1 )) (35724) 
的 关系 即 是 (32. 10) 的 关系 . 此 后 ,我 们 常 将 (32. 10) 中 的 (zx,y,z， 
ct)，(zy zcl) 写 为 (ziyzzyzsyzo), (zyzyyzsy2z0) ;同时 将 
3710 于 写 汶 
z= Ce 0) C2039) 


显然 地 (35. 3),(35.4) 也 满足 (35. 5) 式 . 此 后 ,如 果 0,0' 测 量 某 一 
个 物理 量 , 获 得 值 A1,A;, As,Ao,A1,A:,A;,4o, 而 4,4' 等 满足 
We Ds, 
那么 我 们 称 (414;4340) 组 成 一 四 维 空间 的 矢量 ,而 称 41, 4s, 4;， 
Ao,A1,4s,4;, 4 为 对 于 不 同 坐 标 系统 的 分 量 . 以 上 说 (zixzxszxo) 
及 (zi 一 X19yy1 一 y19Z1 一 Z1C(ti 一 ti )) 都 组 成 矢量. 
矢量 (35. 3) 可 以 用 
(zi 一 2 十 (一 信和 十 (zi 一 2 一 CC ti) 
(355 6 
的 值 来 分 类 . (35. 6) 是 一 个 形式 的 不 变量 ;意思 是 说 : 将 (35. 6) 
中 的 符号 右上 和 角 上 加 上 一 撤 后 ,数值 是 不 变 的 . 因此 如 果 (35. 6) 对 
于 某 一 个 观察 者 取 正 值 , 则 它 对 于 所 有 的 观察 者 也 都 取 正 值 . 同 
样 , 当 它 对 于 某 一 个 观察 者 取 负 或 零 值 , 则 它 对 于 所 有 的 观察 者 也 
都 取 负 或 零 值 . 使 (35. 6) 取 正 值 的 矢量 称 “ 类 空 天 量 ”, 使 (35. 6) 取 
负 值 的 矢量 称 为 “类 时 天 量 ” 
对 于 一 个 “类 空 和 拓 量 ”, 不 可 能 有 一 个 观察 者 存在 ,使 对 他 而 


Q 尼 


a 0 C35. 79 
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因为 这 意味 着 (35. 6) 等 于 零 或 小 于 零 . 对 于 一 个 “类 时 矢量 ”, 不 可 
能 有 一 个 观察 者 存在 ,使 对 他 而 言 , t1 一 ti = 二 0, 因 为 这 意味 着 
(35. 6) 大 于 零 或 等 于 零 . 如 果 (35. 3) 是 一 个 “类 空 拓 量 *”，A,B 两 
点 中 不 可 能 有 一 个 影响 男 一 个 ;因为 当 A 有 影响 给 B 时 ， 


jl 
(zi 让 (yi1CO— yy 二 (zi1 一 21)):/(t1~—t) 过 ‘， 
G85. 8 
与 (35. 6) 盖 0 了 矛盾; B 有 影响 给 4 时 ， 


(zi CO— Xi) (yi CC— 1) 二 + (zi CO— ee = 
(35. 9) 
也 与 (35. 6) 盖 0 矛盾 . 如 果 (35. 3) 是 一 个 “类 时 矢量 *”，A,B 是 可 
以 互相 影响 的 .在 这 时 ，(35. 1) 是 满足 的 ,因此 对 于 不 同 的 观察 
者 , ti 一 取 同 样 的 符号 . 因此 对 于 “类 时 矢量 ”, 1 一 iti 的 符号 是 
一 个 不 从 呈 3 妈 7Si 0 的 舌 量 和 株 类 将来 天 时 天 是” 腊味 着 
“B 在 A 发 生 后 才 发 生 ”，(z1 一 z1) 二 0 的 矢量 称 为 “过 去 类 时 矢 
量 ”, 意 味 着 “B 在 4 的 过 去 曾 发 生 ” 
对 于 一 个 类 空 矢 量 , 我 们 能 证 明 存 在 着 一 个 观察 者 ,使 对 他 而 
言 ,这 个 矢量 是 纯 空 间 的 , 意 即 是 :1 一 tj ==0. 证明 如 下 : 令 对 于 某 
二 个 观 案 二 "0 ， 


0 (35. 10) 
那么 ,对 于 它 便 有 

J a tr (sl 
令 0 ”看 到 观察 者 O 以 速率 

cz( —t1)/(ri — x1) (35. 12) 


相对 于 O* 沿 z 轴 正 向 运动 . (这 是 可 能 的 ,因为 上 式 值 的 绝对 值 
小 于 c. ) 对 于 OO 而 言 ， 


< 2 Ry ee 关 
ES ls Ee | 0 


(Xi1—ZX1) C 
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这 即 是 我 们 所 欲 证 明 的 . 对 于 一 个 “类 时 矢量 ”, 我 们 能 证 明 存 在 着 
一 个 观察 者 ,使 对 他 而 言 ,矢量 是 纯 时 间 的 , 即 zi 一 zi 一 yi 一 y: 
= 一 Zz0 0. 证 明 下 : 今 时 于 于 3 (35 10) 式 成 
本 ;于 交 对 于 伐 ， 

Iwi — Xi| 过 cli — 三 |. (C3250) 


令 0 ”看 到 观察 者 O 以 速率 
0/ (35. 14) 
沿 x 轴 正 向 运动 . 显然 地 ,对 于 O 而 言 ， 
二 = 0. 


以 上 的 讨论 可 以 用 图 解 ( 见 图 30) 来 叙述 . 令 4 点 在 原点 ( 即 
令 zx! 二 yi 二 zi 二 ti 二 0), 而 同时 取 去 zyy1ziti 的 “I” 字样 .在 
图 中 我 们 只 画 出 zf 坐标 ,把 yz 坐标 省 略 . 这 些 步 又 简化 了 图 
解 , 但 不 影响 问题 的 实际 内 容 . 


今 工 ,I 为 某 一 个 观察 Kk 
者 O 所 观察 到 B 事件 的 坐 A 


标 . 令 w= 二 ct. 作 工 轴 ,与 ww 、 
轴 互 相 垂直 ( 见 图 30) ,那么 
B 事件 即 相 当 于 图 中 一 点 
(zx,w). 当 B 点 有 变化 时 ， 2 
这 点 便 画 出 一 曲线 . 这 曲线 21 
称 为 B 的 世界 线 . 由 于 速率 
小 于 或 等 于 c 的 限制 ， 图 30 

(drydw >) 和], (36515> 
亦 即 世界 线 上 各 点 的 笠 率 大 于 1. 经 过 原点 的 光波 力 是 图 中 的 
GH ,JH 线 ,与 轴 成 45°. 极 容易 证 明 : 自 原 点 4 画 出 的 矢量 ,如 果 
夹 在 47 ,AH 中 ,或 夹 在 AK,AG 中 ,必然 是 “类 空 矢量 ”; 目 4 男 
出 的 天 量 如 果 夹 在 AK,AH 中 ,必然 是 “将 来 类 时 矢量 ”, 如 果 夹 
在 AG,AJ 中 ,必然 是 “过 去 类 时 矢量 ”. 也 很 容易 证 明 : 4 所 能 影 
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响 到 的 任何 事情 ,必须 夹 在 AK ,AH 中 ;能 影响 4 的 任何 事情 , 必 
须 夹 在 AG,AJ 中 .这些 证 明 , 可 由 读者 自己 补充 . 推广 至 四 维 空 
间 时 , JAK ,GAH 两 条 线 便 成 为 四 维 空 间 中 的 一 个 锥 面 , 称 为 光 
锥 面 ,相当 于 KAH 的 一 部 分 称 为 “将 来 光 锥 面 ”, 相 当 于 GAJ 的 
一 部 分 称 为 “过 去 光 锥 面 ”. 
令 0' 为 男 一 个 观察 者 ,而 O 
看 到 他 以 速率 v 沿 z 轴 正 向 运 
动 . 作 4AL,AM 两 线 ( 见 图 31) ,使 
AwAM= /LAzrX=arctanv/c. 
(35. 16) 
WE 人 用 比 1459 因 尼 
AM 夹 在 Aw, AHRH 中 , AL 来 在 
4 巡 ,4z 中 .经 过 B 点 作 AM，,AL 


的 平行 线 ,得 平行 四 边 形 APBQ. 现在 我 们 能 证 明 


AP= BQ=Nith, tw | 


2 
AQ = BP a (8 = v/e). 


证 明 如 下 : 称 人 <wAM= 二 人 LAz 为 9. 线段 AP 及 PB 在 Aw 上 的 
投影 的 和 是 ww, 在 4z 上 的 投影 的 和 是 x; 因 此 
APcos9+t PBsing= ww, 


(35. 17) 


APsing+ PBcosp= x. 
由 此 得 


上 ZSInD 十 记 cosD 
一 Sin2 0 十 cos2 mp 
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多 一 Sin2 六 十 cos2 0 


a sy 
1—P 1— Pp 


即 是 所 需要 的 证 明 . 

因此 我 们 可 以 将 4L 认为 是 Ax' 轴 ，AM 认为 是 Aw' 轴 . 4， 
B 在 这 两 个 轴 上 的 分 量 ,除了 一 个 常数 倍 外 , 即 是 x' 及 w'. 

因此 ,如 果 B 夹 在 A 五 , AX 中 ,我 们 可 以 选择 一 个 观察 者 
O' ,使 他 的 AL 经 过 B. 对 于 这 个 观察 者 而 言 ,B 点 的 t 坐标 等 于 
零 .如果 B 夹 在 Aw,AH 中 ,我 们 可 以 选择 一 个 观察 者 O' ,使 他 的 
AM 经 过 B. 对 于 这 个 观察 者 而 言 ,B 点 的 xz 坐标 等 于 零 . 这 便 是 
以 前 所 谈 过 的 .对 于 A 五 上 的 点 , x' = 二 w' ,因此 光 对 于 0O' 而 言 速 
率 也 是 c, 这 也 是 以 前 所 讨论 过 的 .同样 ,以 上 所 有 的 数学 上 的 讨 
论 ,都 可 以 用 图 解法 来 讨论 . 在 这 里 ,意义 显得 更 一 目 了 然 . 

以 上 的 讨论 , 称 为 闵 柯 夫 斯 基 的 时 空 的 讨论 . 
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让 我 们 在 这 里 说 明 什 么 叫做 相对 论 原则 . 
让 讨论 的 对 象 是 一 个 质点 ,那么 观察 者 O 看 到 它 的 运动 式 为 


0. oe ne (36. 1) 
这 适合 某 些微 分 方程 . 
dz d: d2z 
my = Fs mz = F,, m 二 一 了 (30.2) 


这 便 是 牛顿 运动 定律 , 式 中 m 代表 质量 , F,,Ff,,F, 代表 外 界 所 施 
于 质点 上 的 力 . 显然 , O' 所 量 同 样 的 物理 量 而 获得 的 值 x',y' ,z'， 
tPF jm 与 X99y2I03F, PP ,Mm 有关, 而 O' 疡 看 到 2 ， 
y ,z' 所 适合 的 微分 方程 是 由 这 些 关 系 及 (36. 2) 中 求 出 . 如 果 求 出 
的 微分 方程 与 (36. 2) 取 同样 的 形式 , 亦 即 是 说 求 出 的 微分 方程 为 
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a / /dy Pr 二 
和 mm Or dz 


那么 我 们 说 (36. 2) 满 足 “ 相 对 论 条 件 ”, 或 者 更 严格 地 说 ,对 于 以 上 
所 述 的 那些 关系 而 言 满足 相对 论 条 件 . 要 求 微 分 方程 满足 相对 论 
条 件 称 为 相对 论 原则 . 

如 果 讨 论 的 对 象 是 一 个 场 或 几 个 场 , 那 么 由 观察 者 O 看 来 ， 
在 各 时 各 地 都 有 一 个 场 或 几 个 场 ; 如 果 让 场 的 强度 方 回 用 Mi， 
NM ,Ma,… 来 代表 ,得 


m m = F, (36.3) 


M WE M, 二 的 (36.4) 
一 般 讲 来 ,它们 适合 某 些微 分 方程 ， 
9 Tog@ 
BD | AM NM … 37’ D2' | = =0, $B,() = 0, …， 
(36 3 


上 式 的 左 方 B1 ,8B;,… 除 包含 M1,M;,… 等 外 ,还 包含 它们 对 于 zx， 
yz 并 的 一 次 或 高 次 偏 微 商 . 显然 地 , O' 所 量 同样 性 质 的 物理 量 而 
获得 的 值 x' ,yz' ,zt' ,Mi ,M;,… 等 与 Xz,y,z,t,MM1 ,Mi,… 等 有 关 
系 , 而 O' 所 看 到 MiM;M;… 所 适合 的 微分 方程 是 由 这 些 关 系 与 
(36. 5) 中 求 出 ,如 果 求 出 的 微分 方程 与 (36. 5) 取 同样 的 形式 , 亦 即 


=0, @,('") 一 0， 


(36. 6) 
的 形式 ,那么 我 们 说 (36. 5) 满 足 相 对 论 条 件 , 或 者 更 严 格 些 说 ,对 
于 上 述 这 些 关 系 而 言 满 足 相 对 论 条 件 . 
注意 我 们 要 求 微分 方程 取 同 样 的 形式 ,而 不 要 求 像 (36. 1)， 
(36. 4) 等 式 取 同 样 的 形式 . 
显然 地 ,一 个 任意 取 来 的 微分 方程 不 一 定 满足 相对 论 条 件 , 印 
在 两 个 观察 者 所 量 同样 性 质 的 物理 量 而 获得 的 值 中 ,不 一 定 存在 
着 一 个 适当 关系 ,使 得 由 它们 和 某 一 个 对 O 的 微分 方程 而 求 出 的 
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对 O' 的 微分 方程 , 取 同 样 的 形式 . 可 以 指出 , 当 zy'z't 与 zyzt 
满足 (29. 1) 时 ，(36. 2) 是 满足 相对 论 条 件 的 . 在 那里 ,我 们 除了 令 
Z yzt 与 x'yz't' 满 足 伽利略 变换 的 关系 外 ,再 令 
第 

便 完 成 了 证 明 . 换 句 话说 ,对 于 伽利略 变换 而 言 ，(36. 2) 是 满足 相 
对 论 条 件 的 . 

用 了 (32. 10) 后 ,光波 的 群 速率 和 相 速 率 对 于 所 有 的 观察 者 都 
是 c. 这 样 麦 克 斯 圳 方程 便 有 可 能 对 于 所 有 的 观察 者 都 成 立 , 换 句 
话说 ,麦克 斯 圳 方程 有 可 能 满足 相对 论 条 件 . 让 我 们 在 此 讨论 有 什 
么 物理 上 的 理由 使 我 们 相信 它 满足 相对 论 条 件 . 

理由 之 一 便 是 光波 的 群 速率 和 相 速 率 对 于 所 有 的 观察 者 都 是 
c. 这 一 点 以 上 已 经 提起 . 理由 之 二 可 以 在 翡 索 实验 中 看 出 . 那里 实 
验 的 解释 要 求 我 们 假定 光 对 于 观察 者 “水 ”而 言 速率 是 c/n, 亦 即 
是 对 于 观察 者 “水 ”而 言 , 电 磁 波 的 速率 是 用 在 静止 介质 中 的 麦克 
斯 韦 方程 所 算出 来 的 速率 . 另 一 方面 ,以 地 球 为 观察 者 ,用 在 运动 
的 介质 中 的 麦克 斯 韦 方程 ,也 能 算出 所 需 的 结果 (31. 6). 作为 理由 
之 三 ,讨论 以 下 的 实验 : 


A,B 为 两 个 电子 ,电荷 为 e, 对 于 ,8 
地 球 而 言 是 不 动 的 ( 见 图 32). 令 对 于 2h 
某 一 个 观察 者 O 而 言 ,麦克 斯 韦 方程 成 gs 

立 . 现在 设身处地 为 O, 讨 论 A,B 所 受 bal 
的 力 . 首先 , O 看 到 A,B 以 同样 速度 vw We 

运动 . 令 v 的 方向 沿 正 zx 轴 , 令 O 看 到 9 


矢量 4B 为 (zx,y,z). 那么 由 O 看 来 ， 

A 电荷 在 B 点 所 产生 的 电磁 场 为 ee 于 
| 图 32 
FE,= (1—pB’)ey/r’, 
FE,= (1]—P)ez/r’, 
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H, = 0， 
H,=— eB(1 一 PY/r, 
H, =+ ep(l — PP’)y/r’, 
二 十 (1 一 BB)(y: 二 zx’),， 
(参阅 $ 13,(13. 20)). 将 此 代入 
EE 


可 算出 B 所 受 的 力 . 同样 可 以 算出 B 电荷 在 4 处 所 产生 的 电磁 
场 ,算出 4 所 受 的 力 . 这 两 个 力 大 小 相同 而 方向 相反 ,产生 一 个 力 
偶 , 大 小 为 
ep82 sin 20/2k + O(P’), 

方向 为 (v X4 态 的 方向 . 因此 O 应 该 看 到 一 个 力 偶 ,将 4B 线 转 
动 . 

如 果 对 于 观察 者 地 球 而 言 ,麦克 斯 韦 方程 成 立 ,那么 对 观察 者 
地 球 而 言 ,两 个 电荷 是 静止 的 ,所 产生 的 电场 是 沿 4B 的 ,所 产生 
的 磁场 是 零 , 因 此 A,B 所 受 力 是 沿 4B 的 ,因而 没有 力 偶 .如果 对 
于 观察 者 地 球 而 言 ,麦克斯韦 方程 不 成 立 , 那 么 一 般 讲 来 ,应 该 多 
多 少 少 地 看 到 一 些 力 偶 . 但 事实 上 ,地 球 上 的 观察 者 看 不 到 力 偶 . 
这 支持 了 我 们 的 假定 : 对 于 观察 者 地 球 而 言 ,麦克 斯 韦 方 程 是 成 

以 上 称 为 屈 路 顿 (Trouton) 实 验 . 还 有 其 他 许多 实验 ,都 证 明 
了 对 于 地 球 而 言 麦 克 斯 韦 方程 是 成 立 的 . 

但 地 球 在 夏天 及 冬天 的 运动 是 不 相同 的 .我 们 可 以 将 各 个 不 
同 季 市 的 地 球 认为 是 各 个 不 同 的 观察 者 ,所 以 上 面 所 说 的 即 是 对 
于 以 上 各 个 不 同 的 观察 者 而 言 麦 克 斯 韦 方 程 都 成 立 . 

根据 以 上 的 讨论 ,我 们 有 理由 相信 对 于 不 同 的 观察 者 ,麦克 斯 
韦 方程 都 成 立 , 换 句 话 说 ,我 们 相信 它 适合 相对 论 条 件 . 至 于 它 是 
否 真 正 能 够 适合 相对 论 条 件 , 须 看 在 xz,y,z,t,E,,E,,E,.,H,,H,， 
oS ee ED ,J 等 量 中 能 
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否 找到 适当 的 关系 ,使 对 O 的 麦克 斯 韦 方程 通过 这 些 关 系 后 变 为 
对 O' 的 麦克 斯 韦 方程 . 显然 ,x,y,zyt 及 zr ,y ,z',t' 中 的 关系 必 
须 是 (32. 10) ,因为 只 有 这 个 关系 ,才能 使 电磁 波 的 速率 对 于 所 有 
的 观察 者 都 等 于 c. 在 第 七 章 8$ 39 中 我 们 将 具体 地 找到 EE,H ,p,j， 
E' ,H' ,po',j' 中 的 具体 关系 ,从 而 证 明 麦 克 斯 韦 方程 的 确 是 合乎 相 
对 论 条 件 的 . 以 上 的 讨论 可 以 说 为 : 实验 要 求 相对 论 条 件 , 而 理论 
予以 证 实 . 这 显然 是 令 人 满意 的 . 

由 光速 不 变 的 事实 推出 了 (32. 10) , 便 不 得 不 推翻 了 (29. 1). 
在 (32. 10) 的 变换 下 ，(36. 2) 是 不 适合 相对 论 条 件 的 .但 (29. 1) 是 
(32. 10) 的 一 种 近似 ( 即 vc 时 的 近似 ), 因 此 我 们 猜想 (36. 2) 是 
一 个 对 于 (32. 10) 而 言 是 适合 相对 论 条 件 的 运动 方程 式 的 近似 . 事 
实 上 这 的 确 如 此 .这 一 点 以 后 讨论 ($§ 47). 

在 此 我 们 必须 强调 : 要 不 要 相对 论 条 件 , 最 后 由 实验 决定 ; 决 
定 要 满足 相对 论 条 件 的 理论 后 , 才 去 建立 如 此 的 理论 ,或 去 检验 已 
有 的 理论 是 否 满足 相对 论 条 件 . 


$ 37 与 相对 论 有 关 的 唯心 思想 的 批判 


自从 相对 论 被 建立 的 日 子 起 , 便 产 生 了 许多 对 于 时 间 空 间 的 
唯心 论 思想 . 我 们 在 此 作 一 个 简单 的 叙述 及 批判 ,至 于 详细 情形 ， 
可 参阅 [.A. 库 尔 萨 诺 夫 所 著 《 关 于 空间 与 时 间 的 辩证 唯物 论 光 及 
卡尔 波 夫 所 著 《 论 爱 因 斯 坦 的 哲学 观点 )% 两 篇 论文 . 

第 一 种 唯心 思想 是 : 既然 两 件 事情 的 时 间 间 隔 、 空 间距 离 对 
于 不 同 的 观察 者 是 不 同 的 ,那么 时 空 是 带 有 “主观 ”性 质 的 . 这 一 点 
的 错误 是 极 易 看 出 的 . 的 确 , 时 空 是 带 有 相对 性 的 , 即 两 件 事 的 时 
空间 隔 可 以 对 于 不 同 的 观察 者 取 不 同 的 值 ,但 这 个 相对 性 本 和 喘 是 


@ 物理 通报 ,第 二 卷 ,第 二 期 ,第 33 页 . 
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客观 的 . 换 句 话说 ,决定 时 空间 隔 如 何 对 不 同 的 观察 者 取 不 同 的 值 
的 因素 只 是 观察 者 的 客观 的 运动 情况 ,而 同 他 们 的 主观 意图 无 天 ， 
某 一 个 物体 离 观察 者 A 近 , 离 观察 者 B 远 ,因此 距离 是 相对 的 ,但 
在 以 上 情形 下 ,能 不 能 说 这 “物体 的 位 置 ” 没 有 客观 的 意义 呢 ? 在 以 
上 情形 下 ,4 觉得 这 物体 大 ,B 觉得 这 物体 小 ,能 不 能 说 “这 物体 的 
大 小 ”没有 客观 的 意义 呢 ? 

第 二 种 唯心 思想 是 ; 既然 时 间 间 隔 是 相对 的 ,而 事情 的 先后 
对 所 有 的 观察 者 是 一 致 的 ( 指 能 互相 影响 的 事 ), 因 此 时 间 间 隔 的 
值 没 有 绝对 意义 ,而 时 刻 的 先后 是 有 绝对 意义 的 ,因此 时 间 只 是 
“事情 的 排列 ”又 因 排 列 是 “ 感 党 ?的 ,因而 时 间 存 在 于 “ 感 党 ?中 . 
对 此 的 批判 是 : 虽然 时 间 间 隔 对 于 不 同 的 观察 者 取 不 同 的 值 而 因 
此 具有 相对 性 ,但 这 个 相对 性 是 客观 的 实在 (这 一 点 已 在 上 面 提 
到 ). 承 认 了 时 间 的 相对 性 的 客观 性 , 便 完 全 没有 必要 将 时 间 认 为 
只 是 事情 的 排列 . 事实 上 ,时间 是 物质 运动 .物质 存在 的 形式 ;将 时 
闻 认 为 事情 的 排列 ,至少 忽略 了 时 间 的 量 的 方面 的 性 质 ,而 这 一 些 
性 质 是 不 容 忽 略 的 . 更 重要 的 一 点 是 ,排列 绝 不 是 “感觉 ”的 ,两 个 
事情 的 先后 是 客观 事实 的 一 种 情形 . 因此 ,说 时 间 存 在 于 感觉 中 完 
全 是 错误 的 . 

第 三 种 唯心 思想 认为 : 时 间 必 须 通 过 测量 而 才 有 意义 ,测量 
在 远 处 一 件 事情 所 发 生 的 时 刻 ,应 该 利用 光波 . 令 光 在 这 事情 发 生 
时 由 这 事情 发 生 处 发 出 ,在 tj 时 到 达 我 们 这 里 ,那么 令 x 代表 光 
相对 于 我 们 的 速度 ,再 令 /代表 这 事情 发 生 处 离 我 们 的 距离 ,我们 
便 称 ty 一 QV/w) 为 这 件 事 发 生 的 时 刻 1, 以 zy 一 QVw) 作 为 时 刻 i 的 
定义 . 因此 要 决定 时 间 , 必 先决 定 光 速 x. 但 要 知道 光速 ,必须 知道 
如 何 决 定时 间 , 因 此 问题 便 无 法 解决 . 这 种 唯心 思想 在 此 认为 只 有 
一 个 方法 解决 这 个 问题 , 乃 是 寻 出 地 球 相 对 于 以 太 的 速度 vv, 那么 
光 相 对 于 地 球 的 速度 便 是 光 相 对 于 以 太 的 速度 c 减 去 地 球 相 对 
于 以 太 的 速度 v. 用 了 这 个 汶 , 便 能 用 t=zty 一 lu 来 决定 时 间 . 这 种 
唯心 思想 以 为 迈克 耳 孙 - 莫 雷 实验 的 结果 是 “不 可 能 寻 出 以 大 ?来 ， 
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因此 以 上 的 方法 便 不 能 应 用 . 因此 只 好 索性 假定 ==c, 用 t= 二 ty— 
(ZV/c) 来 决定 事情 所 发 生 的 时 刻 t, 亦 即 以 ty 一 Vc) 作 为 事情 所 发 
生 的 时 刻 z 的 定义 .同样 ,他 们 用 光速 等 于 c 来 定义 两 件 事情 是 否 
在 同时 发 生 . 

这 样 的 思想 见于 爱 因 斯 坦 原著 ,见于 许多 理论 物理 教科 书 及 
专著 出 . 这 些 论文 ,教科书 ,专著 虽然 有 时 不 明显 地 说 出 以 上 的 话 ， 
但 实质 上 (全 部 地 或 部 分 地 ) 包 含 了 以 上 的 思想 .这些 论 著 中 较 好 
的 一 部 分 也 是 用 t==ty 一 QU/u) 来 定义 时 间 ( 或 同时 性 ) 的 ,但 认为 
迈克 和 耳 孙 - 英 雷 实验 的 作用 乃 是 为 我 们 解决 了 不 知 如 何 挑选 的 
困难 , 比 上 面 所 叙述 的 对 于 迈克 和 耳 孙 -英和 雷 实验 的 误解 ,是 略 好 一 
些 的 (例如 注 QD 中 的 第 三 个 文献 ). 

因为 这 种 思想 用 了 物理 上 的 术语 ,使 寻常 的 人 批判 它 感觉 困 
难 , 因 此 必须 在 此 加 以 批判 . 首先 ,时 间 不 是 通过 测量 而 才 有 意义 
的 ;时 间 空 间 是 客观 存在 着 的 事物 运动 的 形式 ,在 各 种 运动 各 种 实 
验 中 反映 出 来 ,使 我 们 对 它们 有 所 认识 . 它 不 能 是 为 我 们 所 定义 
的 ,因为 这 样 一 来 ,我 们 可 以 下 不 同 的 定义 而 获得 不 同 的 时 间 . 迈 
克 耳 孙 - 英 和 雷 及 其 他 实验 主要 是 证 明了 光速 对 于 所 有 的 观察 者 都 
是 c, 而 这 里 决定 光速 的 时 间 即 是 寻常 的 时 间 , 即 是 在 客观 事物 运 
动 中 存在 着 而 在 许多 其 他 实验 中 已 反映 给 我 们 的 时 间 . 将 迈克 年 
孙 - 更 雷 实验 的 结果 解释 为 “ 寻 不 到 以 太 ”, 是 不 完全 的 ， 

我 们 的 意思 是 : 时 间 是 客观 的 实在 ,因此 先 有 “时 间 ”( 通 过 许 


多 实验 一 -其 中 也 包含 与 电磁 场 有 关 、 与 麦克 斯 韦 方程 有 关 的 实 
验 一 一 而 对 它 有 所 认识 ) ,然后 讨论 用 这 个 时 间 而 算出 来 的 光速 ; 


这 个 光速 在 迈克 和 耳 孙 - 英 雷 实验 及 其 他 实验 中 被 证 实 对 于 所 有 的 


DD A. Einstein，Annalen der Physik, 17 (1905)891 (注意 在 892 一 894 页 中 的 讨 
论 ). 
A. Einstein, The Theory of Relativity, Chap. 8, Chap. 9 (1921). 
G. Joos, Theoretical Physics, Chap. 10. 
C. Mpller, The Theory of Relativity § 15, § 16 (1952). 
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观察 者 都 等 于 c. 我 们 可 以 利用 这 个 事实 来 检验 两 件 事情 是 否 在 
同时 发 生 ,而 不 应 该 用 光速 等 于 c 来 作 两 件 事 的 同时 性 的 定义 . 

以 上 所 谈 的 唯心 思想 ,显然 是 属于 马赫 主义 类 型 的 . 

与 相对 论 有 关 的 唯心 思想 ,还 有 一 种 , 称 为 “ 唯 能 论 ”, 这 一 点 
将 在 以 后 讨论 . 此 外 ,近代 物理 学 家 有 趋势 认为 相对 论 条 件 是 一 切 
理论 都 必须 满足 的 条 件 , 因 而 在 没有 讨论 有 什么 事实 根据 前 , 便 引 
入 了 相对 论 条 件 . 这 样 的 精神 ,把 相对 论 条 件 放 在 认识 过 程 以 上 ， 
把 它 认 为 是 超 乎 认识 过 程 的 ,显然 是 反 辩 证 唯物 主义 的 . 
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$38 正 交 变换 


为 建立 以 下 的 理论 起 见 ,我 们 在 此 补充 一 些 数 学 . 
在 § 32 中 我 们 已 看 到 洛 伦 效 变换 (32. 10) ,使 得 
2 十 y 十 之 ? C282 = x'? 十 02 十 z'2 > cr' 2 (38, 1) 
如 果 我 们 令 
Xi1=X,， X=y, X33=2z, X= 1ct, (38. 2) 


上 式 成 为 
(38. 3) 
一 个 自 xz, 变 至 zz 的 变换 ,如 果 满 足 上 式 , 称 为 正 交 变换 . 因此 洛 
伦 效 变换 是 一 个 四 维 空 间 中 的 正 交 变换 . 我 们 现在 讨论 四 维 空 间 
中 的 正 交 变换 的 一 般 性 质 . 
自 zx 变 至 zx 的 变换 可 以 写 为 以 下 的 式 子 局 . 
Zu = Ya, (38. 4) 


在 以 后 讨论 中 我 们 时 常 应 用 爱 因 斯 坦 求 和 约定 , 即 所 有 的 > 字样 
都 不 写 出 ,而 同时 如 采 在 一 个 式 中 遇见 一 个 字母 出 现 两 次 时 , 即 认 


@ 我 们 可 以 令 zx1=x,zx2z= 二 y,Xx3 二 zx,Zzo=ct 而 讨论 如 此 的 zj 的 变换 . 这 样 的 讨论 
有 一 个 好 处 , 便 是 避免 了 虚数 ,但 自 zx 至 已 的 变换 不 再 是 正 交 变换 ,使 得 以 下 的 公式 
必须 有 所 改变 . 但 在 本 书 中 ,我 们 援 用 (38. 2) 式 ,使 x 为 一 虚数 ,而 同时 使 洛 伦 兹 变换 
成 为 正 交 变换 ， 
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为 这 个 式 子 前 有 一 个 对 此 字母 取 和 的 符号 >) (这 个 符号 


出 ). 用 了 这 样 的 求 和 约定 ， 
i 
便 代表 
Wary 
(38. 4) 便 可 写 为 


如 果 (38. 5) 是 正 交 变换 ， es 得 
Xp 5 = QTdppTp = (QQ pg) ToTp. 


士 苇 计生 全 之 , 万 证; 因此 


也 不 写 


(38.59 


(38.6) 


(38.7) 


(38. 8) 


(38. 9) 


aa = Oy; 
式 中 6 乃 是 一 个 v,p 的 函数 ,定义 为 
110， 如果" 天 
” 1， 如 果 ”= 6. 
令 a 代表 和 矩阵 
Qi 
4%21 
Cal 
它 的 wy 矩阵 元 即 是 ajj. 令 w 为 a 的 转 置 矩阵 , 亦 即 将 行列 对 调 
后 的 a. 它 的 矩阵 元 适合 下 式 : 
cov 一 qu 
于 是 (38.7) 可 以 写 为 
QwQnn 一 
或 
x = 


式 中 了 代表 单位 矩阵 


(38. 10) 
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Em 
0 -05 
: sse 
0 
时 本 
令 det a 为 将 a 认为 行列 式 后 所 得 的 值 ,那么 自 (38. 10) 得 


det(aia) = detal »« deta = detT = 1. 


但 
det alL = det wa， 
因此 得 
(det a): = 1,， 
亦 即 
deta = El (88 12) 


因此 ，xa 不 是 一 个 奇异 矩阵，a 所 构成 的 行列 式 不 等 于 零 . 在 这 时 
可 以 自 (38.5) 中 求 出 z, 如 何 为 x 的 函数 ,得 


、 (38. 13) 
a nea (38. 14) 


由 行列 式 的 性 质 , 我 们 知 
> SG Lay 有 O(aet a) ? 


BC Dow > dra 


P 


兴 即 
ba = op =I. (38. 15) 
由 于 上 式 ,我 们 称 8 为 we ,得 
a a=aa 一 了 (38. 16) 


以 上 说 明了 如 果 det 天 0, 便 存在 着 ,使 (38. 16) 式 满足 . 现在 
我 们 将 (38. 10) 乘 以 a , 便 得 
人 CD 
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aiaw 一 wawl 一 7 (38. 18) 


QQ 一 0 一 0,,. (38. 19) 
(38 17) (96 WE ttn 南村 (8 13) ,C38. 17)， 
我 们 得 


0 


通常 在 讨论 非 奇 异 的 线性 变换 时 ,我 们 将 两 个 变换 
一 和 二 
(38521) 

WE 
一 起 讨论 ,第 二 个 变换 称 为 第 一 个 的 道 (koarpaBapuaaraupm) 变 换 . 这 两 个 变换 
使 

a = 
因为 自 (38.2DD 第 二 垢 得 

a 


所 以 Dy Ytp = OM = 2) yypr, = DY 
对 于 正 交 变换 ， 
(aT) 1! = a, 
因此 逆 变 换 与 原来 的 变换 相同 .在 此 可 以 附带 指出 : 对 于 任何 不 是 奇异 的 插 
阵 w， 
CO) 
因为 自 aa !==1, 利 用 (a6)" = 二 b'a' 的 性 质 , 得 
(Ca 0 7. 
亦 即 
Go 
如 有 果 我 们 讨论 三 维 空间 的 正 交 变换 (38. 4) ,而 令 zuoaw 等 都 
为 实数 ,那么 (38. 4) 可 以 代表 在 坐标 轴 转 动 下 坐标 的 变换 . 称 原来 
的 坐标 轴 为 OX1,OX;,OX;, 转 动 后 的 坐标 轴 为 OX ,OX ,OX;， 
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那么 o@, 即 是 cos (OX,,OX,)，(38. 4),(38. 20) 代 表 熟 知 的 
3 = > COOX ON 


,二 2 008 (DE 9 


而 (38. 19) 代 表 这 些 方 向 余弦 中 的 关系 . 它们 的 几何 意义 是 极 清 楚 
的 . 

极 易 证 明 : 正 交 变换 成 为 一 个 群 . 这 就 是 说 ,如 有 果 工 通过 一 个 
正 交 变换 刀 ,, 变 至 xz 忆 通 过 一 个 正 交 变换 20, 变 至 竣 , 那 么 自 过 变 
至 zx" 的 变换 也 是 正 交 的 . 这 可 以 由 下 式 看 出 : 

De Se 
也 可 以 直接 证 明 : 
2 2 ,本 = OoQvpZo， 
将 ba 写 为 c, 得 
clc = (ba)'ba = a' bliba = a'(bib)a = a'a=1, 
即 是 所 需 的 证 明 . 我 们 也 很 容易 证 明 , 行 列 式 等 于 十 1 的 正 交 变换 
是 一 个 子 群 . 事实 上 ,如 采 c= 二 ab, 而 
de — de — |]; 
那么 
detc = det(ab) = deta deto = 1. 

现在 讨论 洛 伦 兹 变换 . 它 不 是 一 般 的 正 效 变换 ,因为 它 适 合 以 
下 的 条 件 , 即 如 果 原 来 的 zi,zz,zs 是 实数 ， zs 是 虚数 ,变换 后 的 
zyzaszs 也 必须 是 实数 ,zs 是 虚数 . 这 要 求 任何 一 个 洛 伦 兹 变换 
ao 中 的 系数 适合 以 下 的 条 件 : 

Qj 一 实数 ,如 采 wz 中 没有 “4” 字 样 ,或 者 pv 都 是 4， 

Qa 二 虚数 ,如 末 wx 中 只 有 一 个 是 4. Co 22 
(注意 寻 销 数学 书籍 中 所 讨论 的 正 交 变换 所 成 年 阵 的 各 个 矩阵 元 
都 是 实数 ,与 此 不 同 . ) 合 平 这 些 条 件 的 止 交 这 换 才 能 是 洛 伦 兹 变 
换 . 显然 地 ,这 些 变 换 成 为 一 个 群 ,是 正 交 变换 和 群 中 的 一 个 子 群 . 这 
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些 变换 中 满足 det a==1 的 变换 成 为 这 个 子 群 中 的 一 个 子 群 .通常 
我 们 称 满足 (38. 22) 而 又 满足 det a==1 的 变换 为 “正常 洛 伦 兹 变 
换 ”, 称 满足 (38. 22) 而 又 满足 det a 二 一 1 的 变换 为 “反常 阁 伦 兹 变 
换 ”. 正常 .反常 洛 伦 兹 变换 都 称 为 洛 伦 兹 变换 . 注意 在 此 我 们 所 讨 
论 的 洛 伦 兹 变换 , 乃 是 广义 的 洛 伦 兹 变换 ,所 包含 的 对 象 比 3 32 
中 的 对 象 广 . 
首先 讨论 正常 的 洛 伦 兹 变换 . 这 些 变换 可 以 分 为 两 种 ,一 种 的 
au 二 0, 一 种 的 us<0. 先 讨 论 第 一 种 .我 们 说 第 一 种 变换 必然 是 下 
Qi) 相当 于 三 维 空间 中 坐标 轴 的 转动 . 那 时 
bl1 bi b13 0 
bz b22 O23 0 
ER ba pa bss 0 | 
0 
(ii) 相当 于 自 观 察 者 O 所 用 的 时 空 坐标 变 至 另 一 个 观察 者 
0O' 所 用 的 时 空 坐标 ,而 在 此 0O,O' 的 坐标 轴 是 相互 平行 的 (0O,O' 作 
相互 等 速 运动 ). 那 时 , a, 成 为 


1 二 (v/v) (人 …) (vivy/v ){.)} :iv /co PB) 1 
(v v/v ) 人) NO ee 
= i(v./c) (1 一 一 et Se (je DB2) 一 12 


式 中 {(…)} 代 表 (1 一 2) “一 1 (参阅 (32. 16)). 这 样 的 变换 称 为 纯 
粹 党 伦 兹 变换 ， 
(ii) 是 一 个 纯粹 洛 伦 兹 变换 aj, 乘 上 一 个 相当 于 三 维 空间 中 
坐标 办 转动 的 变换 5,，,. 
证 明 如 下 : 已 给 某 一 正常 洛 伦 效 变换 ww 而 又 已 知 cis>0. 如 有 果 ua 一 asz 
一 oj 一 0, 那 么 由 wav 一 1, 得 a4, 二 1, 因 此 mys==1. 利用 这 一 点 ,又 利用 ayay 
一 1,oiyaz as 都 是 虚数 等 事实 ,得 


Ql4 一 0 一 0 一 0， 
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因此 变换 成 为 G) 中 的 情形 . 
如 果 a ,asz，aws 中 有 一 个 不 等 于 零 , 我 们 可 以 引入 一 个 纯粹 洛 伦 兹 变换 
ds 亿 
Wil 一 一 Ql Qs2 一 Q4z Qi3 == Q43。 
这 显然 是 可 能 的 . 由 于 ajasy 二 a4w04r 二 1, 得 au 一 as 我们 现在 利用 aypay,= 
0 将 rz 一 auvzy 写 为 


7 
Zr 二 QpnpQxp 


az = (Qodyo) anT, 
= Panr, (Bo = Aare), 

因此 a 成 为 两 个 变换 的 组 合 , 一 个 为 ay, 一 个 为 By. 后 一 个 相当 于 三 维 空间 
中 的 坐标 轴 转 动 . 因为 当 y==1,2,3 时 

Pir 二 的 汉王 Aaypdw = Om = 0. 
因此 根据 证 明 的 第 一 小 段 , Bw 二 1,Bu 二 Ba 二 Bs 二 0, 亦 即 是 我 们 所 欲 证 明 
的 . 这 一 段 证 明 实质 上 是 自 zx=avz, 中 求 出 O' 对 于 O 的 速度 v ,引入 观察 
者 0", 轴 与 O 的 轴 平 行 ,以 速度 v 相对 于 OO 而 运动 ,再 将 自 O 至 O' 的 变换 变 
为 自 O 至 0" 的 变换 及 自 0 至 0' 的 变换 的 乘积 . 在 这 样 的 处 理 中 , 0',O" 的 相 
对 速度 是 零 ,因此 自 x" 变 至 x' 的 变换 必然 相当 于 三 维 空间 中 坐标 轴 的 转动 . 


在 本 书 中 ,我 们 只 用 到 满足 a 二 0 的 正常 洛 伦 兹 变换 . 


满足 a 二 0 的 正常 洛 伦 兹 变换 不 可 能 是 以 上 三 种 类 型 之 一 . 这 可 以 用 数 
学 具体 地 证 明 , 也 可 以 由 以 下 的 讨论 看 出 .在 以 上 三 种 类 型 中 ,一 个 “将 来 类 
时 ?的 矢量 (0,0,0,i 在 变换 后 必然 依然 是 “将 来 类 时 ?的 天 量 ,而 经 过 一 个 ass 
0 的 变换 中 , 它 变 为 一 个 “过 去 类 时 ”的 矢量 ， 
很 显然 的 ,如 果 a 是 满足 cus<0 的 正常 洛 伦 兹 变换 ,而 6 ,6,6s,64 等 代 
表 变 换 
—1 十 1 
十 1 一 1 
十 1 十 1 
一 1 一 1 
十 1 一 1 
十 1 一 1 


一 = 
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那么 Oia,020,030,040,001,002, 003, a04 都 是 第 一 种 的 正常 洛 伦 兹 变换 . (注意 
61,62,63,64 中 任何 一 个 可 以 和 一 个 寻常 三 维 空间 的 坐标 变换 组 合 而 变 成 男 
外 一 个 . ) 因 09 一 62 一 26 一 0 一 1 ,我 们 可 以 将 一 个 第 二 种 正常 洛 伦 效 变换 a 写 
为 
Oa — OOiz sa MD, 

便 证 明了 任何 第 二 种 的 正常 洛 伦 兹 变换 可 以 写 为 ,62,63,64 中 之 一 与 一 个 
第 一 种 正常 洛 伦 兹 变换 的 组 合 . 

现在 讨论 反常 的 洛 伦 兹 变换 a, 亦 即 det a= 一 1 的 变换 . 这 也 分 两 种 ， 
Qu 之 0 的 变换 称 为 第 一 种 ,ass 二 0 的 变换 称 为 第 二 种 . 先 讨 论 第 一 种 反 稍 洛 
伦 兹 变换 . 这 样 的 a, 乘 上 以 下 矩阵 的 任意 一 个 

— 1 a 


= = 
03 一 9》 04 一 9 


> J 
不 论 o 在 先 或 在 后 ,都 成 为 第 一 种 的 正常 洛 伦 交 变换. 因 mo =cz 一 0 一 ao 一 1， 
我 们 可 以 将 一 个 第 一 种 反常 洛 伦 兹 变换 a 写 为 
Ge =a0(0l0) Bh Wh = (a0 os 

即 证 明了 第 一 种 反常 洛 伦 效 变 换 等 于 一 个 c 乘 上 一 个 第 一 种 正 稍 洛 伦 效 变 
换 . 同样 ,我 们 证 明 第 二 种 反 营 洛 伦 兹 变换 等 于 一 个 c 乘 上 一 个 第 二 种 正 稼 
洛 伦 兹 变换 . 注意 o ,oi,0;,o04 中 任意 一 个 可 以 和 一 个 三 维 空间 中 坐标 转动 
组 叶 风 要 为 而 让 一 个 . 


L101 » O202 » O303 都 是 


= 
这 是 特别 有 兴趣 的 ,因为 它 相 当 于 将 时 间 轴 倒转 方向 的 一 个 变换 . 
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有 时 我 们 讨论 一 个 极 小 的 洛 伦 兹 变换 ;所谓 “ 极 小 ”, 力 是 指 变 
换 前 的 z, 与 变换 后 的 xz, 相差 极 小 . 这 样 的 变换 a 可 以 写 为 
w= 0% Ft aR Qe (38. 23) 
式 中 代表 一 个 小 数 . 由 上 式 , 知 a 的 行列 式 的 值 与 1 的 差 必须 为 
e 的 数量 级 ,但 a 的 行列 式 必 须 为 十 1 或 一 1, 因 此 得 
Et 
因此 一 个 极 小 的 洛 伦 兹 变换 必须 是 正常 的 . 同时 我 们 也 不 难看 出 
它 的 a 二 0. 
由 (38. 19) 第 一 式 , 得 
(0 十 ev 十 O(e))(0 十 es 十 DGe)) = 0,,, 
因此 
sf 十 12) 十 O(e) = 0, 
亦 即 
4 本 二 全 (38. 24) 
当 上 式 满足 时 ，(38. 19) 第 二 式 也 满足 (忽略 e 的 数量 级 ). 
(38. 24) 力 是 极 小 的 洛 伦 兹 变换 的 特征 . 


$ 39 ”四 维 空间 的 张 量 ,天 量 分 析 


让 我 们 在 此 说 明 什 么 叫做 四 维 空间 中 的 标量 、 矢 量 、 张 量 .如 
果 两 个 任意 的 观察 者 0,O' 分 别 地 测量 某 一 个 物理 量 而 获得 的 值 
4,4' 相 等 ， 
4 一 4， (39. 1) 
那么 这 个 物理 量 称 为 标量 ,或 不 变量 . 依照 (32. 12), zz 十 y 十 z 一 
ct 是 一 个 不 变量 . 当 两 个 任意 的 观察 者 0,O' 所 量 到 一 件 事 的 坐 
标 有 以 下 的 关系 
0 = Qa, (39. 2) 


时 ,如 果 他 们 分 别 量 某 一 个 物理 量 4 而 获得 的 值 (A1, A;,A:,4,)， 
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a Sh 
4 各 
那么 这 个 物理 量 4 称 为 矢量 ,而 (4,,4:,4:,4,), (4 ,4 4 ，44) 
称 为 它 在 0,O' 系 统 中 的 分 量 . 如 果 上 述 的 0,O' 分 别 量 某 一 个 量 
B 而 获得 的 值 五 Epos1ly 2 3 4) 满 是 
B= (39. 4) 
那么 物理 量 互 称 为 二 级 的 张 量 出 ,而 Bs 称 为 分 量 . 同样 地 ,我 们 定 
义 三 级 .四 级 及 高 级 的 张 量 . 为 方便 起 见 ,我 们 称 标量 .矢量 为 零 级 
及 一 级 的 张 量 ,因此 标量 .矢量 及 其 他 张 量 可 以 统称 为 张 量 . 
由 张 量 的 定义 及 ww 的 性 质 , 可 以 证 明 4A,B, 是 不 变量 , A,B,， 
是 一 个 天 旦 的 分 时 ,人 S09E 明 如 和 下: 
A BC 
OA 
A,B,,= Gop Bo = (Qe) oy ApBo 
= 0% A,Bo = oy (A,B,y). 
一 般 地 讲 ,在 
> OA (39. 5) 
中 ,如 果 下 标 py,0,… 等 出 现 各 两 次 ,那么 上 式 即 是 某 一 个 张 量 DD 
的 分 量 ,而 DD 的 下 标 只 包含 在 (39. 5) 中 出 现 一 次 的 下 标 , 即 在 
(39. 5) 的 下 标 中 拿 去 y,0… 字 样 后 而 余下 来 的 下 标 . 例如 
SB 
是 某 一 个 三 级 张 量 DD 的 “vp&” 分 量 . 证 明 是 极 简单 的 ,不 必 在 此 写 
A 
以 上 讨论 物理 量 所 构成 的 标量 .矢量 . 张 量 的 定义 是 (39. 1)， 
(39. 3),(39.4) 式 . 为 方便 起 见 ,我 们 有 时 不 说 4,4',B,B' 是 OO， 


中 按 国家 标准 规定 , 张 量 应 用 黑体 表示 ,但 考虑 到 本 书 第 一 版 是 在 1957 年 出 版 
的 ,作者 也 已 过 世 , 故 仍 保留 原 书 字样 . 一 一 编者 注 
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O' 所 观察 到 的 ,而 说 它们 是 在 zx,x 系统 中 的 值 . 利用 (39. 1)， 
(39. 3) , (39. 4) 等 式 ,我 们 可 以 定义 数学 上 的 标量 .矢量 . 张 量 . 如 
果 有 一 群 数值 4,A',B,B',…, 分 别 在 xz,x' 系 统 中 ,而 如 果 当 zx， 
Zzx' 有 (39.2) 关 系 时 ,他 们 便 有 (39. 1),(39. 3),(39. 4) 等 关系 ,那么 
4,4' ,DB,B' 分 别称 为 标量 .矢量 . 张 量 等 等 ,或 称 为 零 级 .一 级 、 二 
级 或 高 级 的 张 量 . 

可 以 证 明 , 如 果 4 是 一 矢量 ,B 是 一 个 矢量 ,那么 在 O,O' 系 
CA a Ca 
(39. 3). 因此 这 些 分 量 构 成 一 和 天 量 , 简 写 为 4 十 B. 同 样 ,如 果 A,， 
是 一 个 二 级 张 量 ,，B,, 是 另 一 个 二 级 张 量 , 0,O' 系 统 中 的 4, 十 
B A 十 Bi 也 满足 (39. 4); 因 此 它们 是 一 个 张 量 的 分 量 ,这 张 量 
可 称 为 4 十 B. 又 如 果 4, 是 一 个 张 量 ,而 T,,,T, 等 定义 为 
T= Ms Te A, 
那么 因 

入 = 一 4 = QQ pl 一 ap0ol po， 
7 Tv… 乃 是 某 一 个 张 量 在 0,O' 系统 中 的 分 量 ; 这 张 量 可 以 写 
为 4. 将 4 写 为 
(4 十 有 4) 十 方 (4 一 有 4)， (39. 6) 


即 证 明了 任意 一 个 二 级 张 量 可 以 写 为 两 个 二 级 张 量 的 和 ,而 在 第 
一 个 呈 ，Zy 分 量 等 于 TE 在 任何 亲人 筑 中 种 放 此 在 守 二 个 
中 ,jv 分 量 等 于 (一 1) 乘 上 vp 分 量 ( 在 任何 系统 中 都 如 此 ). 前 一 
个 张 量 称 为 “对 称 的 张 量 ” 后 一 个 称 为 “反对 称 的 张 量 ” 

纯粹 的 数学 上 的 矢量 . 张 量 是 没有 很 多 意义 的 .因为 已 知 4 
Bw 等 在 某 一 个 系统 O 中 的 值 , 那 么 我 们 总 可 以 在 O' 系统 中 选择 
A'’,B5, 的 值 ,使 它们 满足 (39. 3), (39. 4) 式 ,因而 获得 了 一 个 矢量 
或 张 量 .但 有 一 个 数学 上 的 张 量 , 它 在 各 个 系统 中 的 各 个 分 量 所 取 
的 值 ,只 同 标明 这 分 量 的 下 标 有 关 , 而 不 同 所 挑选 的 系统 有 关 ; 这 
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个 张 量 是 值得 特别 提出 的 . 这 个 张 量 是 6,,. 为 证 明 这 的 确 如 此 , 令 
在 O 系统 中 它 的 jv 分 量 为 .那么 假定 它 为 张 量 后 , 知 它 在 O 
系统 中 的 jv 分 量 为 
aab00 = A = 0,,, 
因此 “数值 ”不 变 . 我 们 也 可 以 如 此 地 讨论 , 令 它 在 0O,O' 中 的 py 分 
量 都 等 于 6,,, 观 察 以 这 些 分 量 的 值 代 蔡 下 式 
BS = QB 
中 的 B,B' ,而 看 这 个 式 子 能 否 满足 .这 样 也 可 以 证 明 以 上 所 说 的 
话 . 这 个 “数值 不 变 ” 的 张 量 ,以 后 篆 用 到 ,代表 它 的 符号 即 是 6,，. 
另外 有 一 个 “数值 不 变 ” 的 膜 张 量 (rncesnoTeH30op)e. 它 的 定义 为 
Br8™— 0 (如 果 y,B,7,6 中 有 两 个 是 一 样 的 )， 
war = 1 (如 果 py,B,Y,6 可 以 自 1,2,3,4 用 偶数 次 的 
对 调 得 来 )， 
Egy 一 一 1 (如 果 py,B,7,6 可 以 自 1,2,3,4 用 奇数 次 的 
对 调 得 来 )， 
(39.7) 

所 谓 对 调 , 即 是 两 个 下 标 字 母 的 交换 . 我们 所 以 称 它 为 “数值 不 变 ” 
的 腊 张 量 , 力 是 因为 它 对 于 正常 的 洛 伦 兹 变换 而 言 是 一 个 “数值 不 
变 ?” 的 张 量 ,而 对 于 反 负 的 洛 伦 效 变换 而 言 ,不 是 一 个 “数值 不 变 ” 
的 张 量 . 假定 在 xz 系统 中 , 它 的 yB876 分 量 取 以 上 的 什 , 讨 论 目 = 
至 x' 的 一 个 正常 洛 伦 兹 变换 a. 在 x' 系统 中 它 的 Ap76 分 量 为 


G0 EE i 》 
亦 即 是 (根据 行列 式 的 定义 》 
en det 二 ce (39. 8) 


如 果 目 至 zx' 的 变换 是 反常 的 洛 伦 兹 变换 ,那么 在 x' 系 统 中 它 的 
LB76 分 量 等 于 
Eay3 deta = — €,gy8; (39. 9) 


因此 e 不 是 一 个 数值 不 变 的 张 基 . 
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在 这 里 我 们 简单 地 介绍 腊 标 量 、 膜 矢量 等 名 称 . 如 果 Bgws 是 一 个 张 量 ， 
对 于 任何 一 对 下 标 是 反对 称 的 ,那么 B 的 分 量 的 绝对 值 只 有 两 个 不 同 的 数 


2 一 = (39. 10) 
得 
B ,pys 一 Egy39. (39. 11) 
如 此 的 9 称 为 异 标 量 . 如 果 zx,z' 中 的 联系 为 一 个 洛 伦 效 变 换 a, 我 们 得 
p' = (det a)y. (39. 12) 


由 于 上 式 ,我们 称 9 为 膜 标量 . 

如 果 Bgs 是 一 个 张 量 ,对 于 任何 一 对 下 标 是 反对 称 的 ,那么 B 的 分 量 的 
绝对 值 只 有 五 个 不 同 的 值 ,其 中 一 个 是 零 . 在 各 个 系统 中 分 别 地 引入 4,, 定 
| 


A,= Bo mn 
可 算出 
Dw EA (39. 14) 
如 果 x,x' 中 的 联系 是 一 个 洛 伦 兹 变换 a, 我 们 得 
Wt a, C35. 6 
由 于 上 式 ,我 们 称 4 为 异 矢 量 . 


如 果 By 是 一 个 张 量 , 对 于 76 是 反对 称 的 ,那么 我 们 分 别 地 在 各 个 系统 
中 引入 he, 定义 为 


三 人 (39. 16) 
由 此 可 得 
Bo — Field A —— Ap (39. 17) 
当 zx,x' 中 的 联系 是 一 个 党 伦 兹 变换 a 时 ,我 们 得 
A's = (det a)avaw4w- (39. 18) 


4 通常 称 为 B 的 对 偶 (nsoticTBennomi) 张 量 . 
用 标 量 、 欣 天 量 . 对偶 张 量 在 近代 的 理论 物理 中 有 极 大 的 应 用 ,但 在 本 书 
中 没有 很 多 用 处 . 


2 电动 力学 及 狭义 相对 论 


e 的 主要 用 途 为 体积 的 计算 .在 寻常 三 维 空间 中 ,如 果 A,B,C 三 个 矢量 
的 起 点 都 在 原点 ,它们 所 支 的 平行 六 面 形 体 的 体积 是 4。BXC, 亦 即 是 
A A 
Bn Ba LB Ia 
BA 
这 可 以 写 为 
oR (39. 19) 
式 中 6 的 定义 与 (39.7) 相 仿 ， 
Ee Che 
而 其 他 分 量 等 于 零 . 在 四 维 空 间 中 ,四 个 矢量 所 支 的 体积 V 在 各 个 系统 中 分 
别 地 定义 为 


的 (39. 20) 
这 样 的 体积 在 洛 伦 效 变换 a 中 依照 下 式 
= (det )V (39. 21) 


变换 .证 明 如 下 : 
V'= eppppr ApBpCpDp 


< 一 上 ppB prprQpYCB7 Gpmaprrm thy By BB ER 


因 
6ppgprpvQprQpy Opp gry = mn), 
得 
V' = (det a)eyymm AyBrCrm Dy = (det o)V, 
即 是 所 欲 证 明 的 . 


现在 讨论 什么 叫做 一 个 标量 场 . 在 这 里 ,观察 者 O 看 到 在 各 
时 各 地 有 一 个 量 #$, 为 zi,zz,zs,ze 的 函数 , 称 为 gziyzzy zs zi). 
观察 者 O' 观 察 同 一 个 物理 量 , 获 得 # (zi ,zs ,zs,Xx4). 如 果 在 一 个 
时 空 点 上 , $,8 取 相同 的 值 ,那么 $8,8 等 称 为 一 个 标量 场 . 由 定义 
知 , 当 xz,x' 代 表 同 一 件 事情 时 ,标量 场 $8,# 满足 
a = (39. 22) 
亦 即 
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PT1,T2, T3574) = PRTpy app spr XarTp); (39.23) 
式 中 的 a 即 是 自 xz 变 至 x' 的 变换 系数 .由 以 上 可 见 ,函数 $(x)， 
$' (zx' ) 的 形式 可 以 是 不 一 样 的 . 
同样 地 ,如 果 O 在 各 时 各 地 测量 到 四 个 量 4.(z),O' 测 量 同 
样 性 质 的 物理 量 而 获得 值 4.(z') ,而 又 如 果 当 zz 代表 同一 件 事 
情 时 ,我 们 有 


GA (39. 24) 
那么 4 称 为 天 量 场 . 同样 ， 
a (39. 25) 
是 张 量 场 的 定义 . 
如 果 #$ 是 一 个 标量 场 ,那么 96/9zx, 是 一 个 矢量 场 ,理由 是 : 
$7 a Se (39. 26 1) 


这 个 天 量 场 称 为 $ 在 四 维 空 间 中 的 陡 度 . 同样 可 以 证 明 : 如 采 
4.(z) 是 一 个 矢量 场 ， 94,(z)/9z, 是 一 个 张 量 场 . 事实 上 ， 
ae 9 34,(z) az 


3 == 二 ER 5 


NsC 2 
i (7 
0 


同样 ， 

34, _ 34, 

az， 9x, 
也 是 一 个 张 量 场 , 称 为 A, 在 四 维 空间 中 的 旋 度 . 又 94, (x)/9zx, 
可 以 证 明 为 一 标量 场 ， 


GA“ 34,(z) Oz, 
3 寺前 To = 一 3z, 3 
ad aA, 934, 
Qa “一 = 2 (39. 28) 


on oa 0 
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这 称 为 4. 在 四 维 空间 中 的 散 度 . 以 96/9z 作为 4,, 便 证 明了 
S050 /7 ONY (0 
一 个 标 上 最 汤 .同样 可 以 证 明 3 AO@2WO% 个 
矢量 场 B. 一 般 的 规则 是 : 不 论 下 标 出 现在 被 微分 的 场 量 上 ,或 
出 现 于 微分 符号 9/9z 的 x 上 ,如 果 某 个 下 标 出 现 两 次 ,我 们 在 所 
有 的 下 标 中 取 走 这 些 下 标 , 余 下 的 下 标 便 表明 这 个 导数 的 变换 性 
质 ; 即 如 果 余 下 的 下 标 为 px0, 那 么 导数 即 是 某 张 量 的 p60 分量. 
可 以 证 明 如 果 4 是 一 个 反对 称 的 张 量 ， 
34 ， 234。 | Odo 
3 
是 一 个 张 量 Bo 而 它 对 于 每 一 对 下 标 都 是 反对 称 的 . 如 果 4 可 以 用 一 个 天 
量 场 Co 以 下 式 来 表 出 : 


(39. 29) 


9 9 
pa 本 Be ne Ss (39. 30) 


那么 6 等 于 零 . 反 过 来 说 ,如 果 (39. 29) 等 于 零 ,那么 便 存 在 着 一 个 矢量 场 
C ,使 4 满足 (39. 30). 这 一 点 在 三 维 空间 的 矢量 分 析 中 是 人 所 共 知 的 . 事实 
上 , 令 G, 为 4 那么 (39. 29) 成 为 零 或 V。G，(39. 30) 成 为 

Gv 
因此 上 面 的 话 成 为 : 如 果 G= 二 VXC, 则 V，G=0; 如 果 V，G=0, 则 G 为 某 
一 个 矢量 场 的 旋 度 . 这 当然 是 人 所 共 知 的 . 


标量 .矢量 . 张 量 分 析 与 物理 规律 须 适 a 
这 样 的 . 如果 已 知 对 于 某 一 个 系统 0, 标 量 或 标量 场 4 适合 
0, 那 么 对 于 另外 的 系统 O' ,我 们 有 A'=0. 
统 O, 矢 量 或 矢量 场 4 适合 


A, = 二 0 (对 于 所 有 的 A)， (a 31 
那么 对 于 另外 的 系统 O' ,我 们 有 
A, = 0. (39. 32) 


同样 : 如 果 对 于 系统 O 或 观察 者 O, 张 量 或 张 量 场 B,, 适 合 
SEO 本 可 下 (39. 33) 
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那么 对 于 另外 的 系统 或 观察 者 O ,我 们 得 


p= (39. 34) 
因此 如 果 对 于 某 一 个 观察 者 O ,物理 规律 可 以 写成 以 下 的 形式 : 
CE (39. 35) 


而 式 中 CC 代表 一 个 由 物理 标量 .矢量 . 张 量 (或 它们 的 场 ) 及 “数值 
不 变 ” 的 数学 张 量 6,e 所 构成 的 标量 .矢量 或 张 量 ( 或 它们 的 场 )， 
那 允 对 简 蚤 四 的 观 罕 着。O'， 
Sp (39. 36) 

(39. 35), (39. 36) 左 方 的 C,C' 对 于 它们 所 包含 的 物理 量 而 言 ， 
形式 是 相同 的 ,所 以 这 两 个 式 子 的 同时 存在 便 意 味 着 物理 规律 对 
于 不 同 的 观察 者 取 相 同 的 形式 , 便 等 于 说 (39. 35) 是 满足 相对 论 条 
件 的 . 这 便 是 相对 论 条 件 与 张 量 分 析 的 关系 . 以 后 我 们 将 具体 地 根 
据 这 个 精神 证 明 麦 克 斯 韦 方 程 满 足 相对 论 条 件 . 

在 相对 论 发 展 初期 ,通常 认为 所 有 满足 相对 论 条 件 的 方程 ,都 属于 
(39. 35) 类 型 , 即 都 是 左 方 为 一 个 某 级 的 张 量 的 分 量 而 右 方 为 零 的 式 子 . 后 
来 ,发 现 了 旋 莉 (cnaaop) 而 证 明了 左 方 为 放量 而 右 方 为 零 的 式 子 也 合乎 相对 
论 条 件 . 旋 量 又 推广 至 超 旋 量 (9kcrnaop). 这 些 理论 在 相对 论 的 量子 力学 中 占 
极 重 要 的 地 位 ,但 与 本 书 的 内 容 无 关 . 


3 40 四 维 空间 的 速度 天 量 . 加 速度 天 


贱 E 


让 我 们 在 此 讨论 一 二 个 简单 的 矢量 . 

首先 ,一 个 质点 的 时 空 坐 标 ( 人 6 人 6) 是 满足 (39. 3) 的 , 因 
此 它 是 一 个 矢量 . 令 6 十 A6, 为 它 在 经 过 一 小 段 时 间 后 的 时 空 坐 
标 , 那 么 6 十 AE6, 也 是 一 个 矢量 . 因此 A6, 也 是 一 个 矢量 .一 般 地 
讲 , 两 个 质点 的 时 空 距离 和. 一 6 ,或 一 个 质点 在 两 个 不 同时 刻 的 
时 空 坐标 的 差 , 都 构成 矢量 . 以 (34. 14) 的 结果 w=c 代入 
(34513)5 不 难 证 明 二 个 平面 流 的 One Do) 榴 议 一 个 大 于 
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不 变量 或 标量 一 c “dé,dé&, 有 特殊 的 意义 . 设想 一 个 观察 者 在 
某 一 刹那 附近 的 一 小 段 时 间 中 与 所 观察 的 质点 一 起 运动 . 称 它 在 
此 小 段 时 间 中 所 观察 到 的 ,为 ,所 观察 到 的 一 i& 为. 显然 地 ， 
0 = (40. 1) 
因此 
= Ta == (40. 2) 
因此 不 变量 一 ce “dé&,dé, 的 平方 根 乃 是 与 质点 一 起 运动 的 观察 者 
所 观察 到 的 “质点 的 时 间 ” 的 变化 . 这 个 时 间 通 常 称 为 “固有 时” 
(co6cTBeHHoe BpeMa) ,用 s 来 代表 . 
在 运动 过 程 中 ，(61, 人 i, 人 6) 是 i 的 函数 .但 通过 (40.2) 我 们 可 
以 获得 上 与 间 的 关系 . 因此 &, 等 可 以 认为 是 ;的 函数 . 
让 我 们 讨论 6 对 于 s 的 导数 ,首先 ， 


A 3 (40. 3) 
得 

全 入 A 

“二 0Q 

As AN 
取 As 一 0 时 的 极限 ,得 

de 

有 (40. 4 


证 明了 加 三 个 天 量 . 同 杆 硬 山 衣 月 间 兴 太 8 井 是 一 个 天草: 
dé&,/ds,d*é,/ds: 分 别 地 称 为 四 维 空间 中 的 速度 矢量 、 加 速度 矢量 ， 
或 简称 为 四 速度 、 四 加 速度 . 其 次 ,可 以 寻 到 四 速度 与 寻 篆 速度 
的 关系 关 条 姑 刺 由 0727 趟 
ds 一 一 cc 一 (dz2 十 dy2 十 dz2 — cdz’) 

= = (Cd "005) 

因此 
ds = dt(1 一 B)™, 

亦 即 
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d 
全 和 $ 一 (1 一 B), (40. 6) 


a,P 代表 1,2,3,4 中 之 一 ) ,得 


国生 dé. di | | 

i (1 一 B2)V2 《是 = 国信 中 

dé a (40.7) 
4 上 


] 
(] 一 BY 
式 中 5 代表 下 的 分 量 由 上 起 奉 方 ,可 以 验证 6 /ds 确 是 一 个 矢 
量 ;这 即 是 说 ,我 们 可 以 自 wu,wu' 间 的 关系 (§ 33) ,直接 证 明 (40. 7) 
的 右 方 满足 矢量 的 变换 方程 (39. 3) ,因而 构成 一 个 矢量 . 

以 &, 代表 d6 /ds ,我 们 立即 看 到 

一 十 一 (一 c/G 一 2) 一 一 c2. (40.8) 

这 说 明 四 速度 的 长 度 是 一 个 常量 ,同时 说 明 它 是 一 个 类 时 矢量 . 种 
实 上 ,不 难看 出 它 是 将 来 类 时 矢量 . 

让 我 们 计算 dé,/ds 与 wx; 的 关系 .我 们 得 


d§ 中 ou dd i | 1 
oda elds /de VT DB2)172 (1 一 82)12 
2L; u,(u »U) 
ee (40. 9) 
式 中 & 代表 寻常 的 加 速度 du/dz. 
又 可 算出 
dé _ [到] 健一 4| ic | ] 
ds’ GE 区 (] 一 站 0 B2) 
二 1 (40. 10) 


由 上 式 及 uw,w,wu ,u' 中 的 关系 ,可 以 直接 证 明 d26 /ds 为 一 矢量 ， 
正 同 由 (40. 7) 可 以 证 明 dé,/ds 是 一 个 矢量 一 样 . 以 对. 代表 
d2é&,/ds’ ,我 们 算出 
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05 (40. 11) 


说 明了 四 加 速度 是 一 类 空 拓 量 . 
不 难 自 (40.7),(40. 9) ,(40. 10) 中 直接 证 明 


é£,€,=0. (40. 12) 
这 这 页 式 手记 可 以 站 和 包 0 8 起 对 二 作 微 分 而 求 到 : 
当 4,B 两 个 矢量 相 垂 直 时 , 即 
A,B,=0 (40. 13) 


时 , 如果 已 知 4 是 类 时 的 ,那么 B 必然 是 类 空 的 .证 明 是 极 简 单 的 . 由 
(40. 13) ,得 

AiBi + AiB, = 0. 
对 于 此 间 所 考虑 的 矢量 ,A4,Bs 是 虚数 .将 44,B4 写 为 i4o,iB 得 

AiB; 一 AoBo = 0， 


因此 
|4;B;| 一 |A4oBo| = 0. 
因 
|4;B;|= |{(4;4;)(B;B))}! ?cos (A,B) | 
se CA DD 
得 
{(AiA:) (BjB))}' — |AoBo| > 0, 
亦 即 
(M0 (40. 14) 

已 知 4 为 类 时 , 即 


(1 2 | 
(40. 14) 便 要 求 

BB > 1Bol, 
亦 即 要 求 B 为 类 空 撩 量 . 由 (40. 8) 知 ,为 类 时 矢量 ,对 (40. 8) 微 分 ,得 
(40.12) ,由 此 知 6,, 5, 垂直 . 利用 以 上 的 理论 , 知 6, 为 一 类 空 矢量 . 
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3 41 用 元 斯 书 方 程 运 合 相 对 论 条 件 的 证 明 


根据 $ 39 中 的 讨论 ,我 们 只 消 将 麦克 斯 韦 方 程 写 为 左 方 为 一 
某 级 张 量 的 分 量 而 右 方 为 零 的 方程 , 便 能 证 明 麦 克 斯 韦 方 程 的 适 
合 相 对 论 条 件 . 在 此 处 不 同系 统 中 的 z,z' 是 用 (32. 10) 来 联系 的 ， 
所 以 此 处 麦克 斯 韦 方 程 的 适合 相对 论 条 件 ,也 称 为 在 (32. 10) 变 换 
下 的 “不 变 ”( 措 形式 不 变 ). 

有 两 个 证 明 方 法 : 一 个 是 直接 证 明 , 在 此 证 明 中 我 们 不 必 引 
入 势 gp,A; 男 外 有 一 个 通过 势 p, 4 的 证 明 . 


(1) 直接 证 明 
麦克 斯 韦 方 程 及 电荷 的 连续 性 方程 是 


V。Apu 十 us 0 (CMa 1 
VX H+ 和 pu 41. 2) 
V*E= 4np, (41. 3) 
ER | oO 
VxE= et (41. 4) 
yy.:H=0. (4 
我 们 首先 假定 (pu > Oo IO) Re— 个 天 芋 Al 1) 成 
为 
9j,/97x, = 0. (41. 6) 
其 次 我 们 恨 定 了 /90D 一 个 级 
0 js = 
一 HH, 0 ZE bE, 
人 IE -过 .| (41.7) 
1k. iE, iE, 0 
于 是 


(41. 8) 
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2 人 


ke Vf se oA SE A 
> 十 有 十 Bz, 一 0， (41. 9) 


便 分 别 地 成 为 (41. 2), (41. 3), (41. 4), (41. 5) 诸 式 . 具体 地 讲 ,在 
(41. 8) 中 令 y 分 别 地 为 1,2,3, 便 得 (41.2), 令 vv 为 4, 便 得 
(41.3); 在 (41. 9) 中 令 Ap 分别 为 234,314,124, 便 得 (41.4), 令 
w 以 为 123, 便 得 (41. 5). 注意 (41.9) 左 方 确 是 一 个 张 量 的 ww 以 分 
量 , 因 而 (41. 9) 式 是 满足 相对 论 条 件 的 . 

在 此 必须 指出 : 假定 Cox,pxyypxs,ico) 为 一 矢量 疡 , 即 等 于 假 
定 在 O 的 Coxypox,yoxs0) 及 OO sp ; Oh ,0 ) 中 有 一 些 线 
性 关系 ,而 这 些 线性 关系 中 的 系数 都 是 实数 . 因此 这 个 假定 是 可 以 
允许 的 . 同样 ,假定 (41.7) 的 右 方 组 成 一 个 矢量 实际 上 等 于 假定 在 
O 的 (Ei,E,,E.,Hz,Hy;H;) 及 O' 的 (E',E', EF,,H',H,,H,) 中 
有 一 些 线性 关系 ,而 这 些 线性 关系 中 的 系数 都 是 实数 . 因此 这 些 假 
定 是 可 允许 的 . 

事实 上 ,假定 某 一 个 张 量 在 O 系统 中 的 分 量 为 (41. 7) 右 方 ， 
那么 在 另 一 系统 O' 中 , 它 的 分 量 必然 成 为 


0 3 -一 Q, a 101 
C3 0 Ul i 10， 
Qs» -二 Ql 0 = 10; 


101 10， 10; 0 
而 式 中 Q1Q203,01,02,03 都 是 实数 ， 因而 有 可 能 成 为 


0 人 H, —iE. 
二 H, 0 H, ”一 十， 
a Bl 

i j 巨 ， 0 


讨论 洛 伦 兹 变换 (32. 10). 对 于 这 个 特殊 的 洛 伦 兹 变换 ,我 们 
有 
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rl/ 


a Ui 一 Gos — GO) 


(1— 
1， / 
C ULz 一 OU， 


s/ 
J 


mA 


1 s 
i 》 


~ 


1 
E, Ce en ， 


CCU。 a 


v2 


pu'=ou+tv 


CB 
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fi 
a 2 一 CULy， 


OO = RP Pous/e’) ; 


0 

aire , 

万: 一 Ce en ): 
(dl 10) 


1 
-es 


ee [5- YON 


a 
EF'=(E o) 蕊 | 1 


Re 
二 人 


| xH|， 


6 [sa i 
Co 
(2) 通过 势 p,4 的 证 明 
我 们 在 此 有 以 下 的 式 子 ， 
V.A++ S20, (i 
H=VXA4, (41. 13) 
E—— vo— 寺 装 ， (41. 14) 
Iv 本 十 总 |4=- J Cr 5) 
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2 
C t 
op 
V。 ou 十 可 有 (41. 17) 


像 以 前 一 样 ,假定 (pu,icp) 为 训 , 使 (41. 17) 成 为 (41; 6). 假 定 
(4,ig) 为 一 个 和 拓 量 4,, 使 (41. 12) 成 为 
9A,/9zr, = 0. (41. 18) 
像 以 前 一 样 ,假定 (41.7) 的 右 方 为 一 个 张 量 矿 ,, 的 各 个 分 量 . 那么 
(41.13),(41. 14) 成 为 
a | -过 A,|=0. (41. 19) 


WE p12 Hi Boon 4 le i N45 24 
34 时 上 式 成 为 (41. 14). 最 后 (41. 15), (41.16) 即 是 
2 
2 
以 上 证 明了 (41. 12) 一 (41. 17) 适 合 相 对 论 条 件 . 

注意 ,正如 以 前 所 指出 的 一 样 ,我 们 可 以 假定 (4,ip) 为 一 个 天 
量 , 即 在 此 假定 中 ,，4' ,9 不 至 于 由 于 变换 而 变 为 虚数 . 一 般 讲 来 ， 
对 了 任何 号 粳 CC"…3 如 宁 企 打 一 个 条 2 员 

Cwp… 二 实数 ，( 当 在 jvbo… 中 有 偶数 个 下 标 等 于 4) 
二 虚数 ，( 当 在 jv9p… 中 有 奇数 个 下 标 等 于 4) 
那么 这 个 性 质 在 任何 系统 中 也 存在 . 此 后 我 们 所 过 到 的 张 量 , 营 市 
有 这 个 性 质 . 这 些 张 量 称 为 “ 实 张 量 ”(neiicrBnTenpHpm). 

以 上 说 明了 如 果 (4,ig), (pu,icp) 等 是 矢量 , H,E 等 组 成 张 量 ,那么 
GD 一 (41.5),(41220 一 (4 二 17) 可 以 呈 成 左 方 是 玉 量 有 方 是 安 的 式 了 于， 
亦 即 满足 相对 论 条 件 的 式 子 . 反 过 来 ,如 果 要 求 (41. 1) 一 (41. 5),(41.12) 一 
(41.17) 满 足 相对 论 条 件 , 那 么 (4,ig),E,H 等 必须 有 以 上 所 假定 的 变换 性 
质 . 例如 假定 了 自 x 系统 的 (41. 17) 可 以 求 x' 系 统 中 的 (41. 17), 便 必然 获得 
(pus,icp) 为 拓 量 的 结论 .这 一 点 的 证 明 见 下 一 段 . 关于 (4,ip) 的 证 明 是 极 类 似 
的 ,不 拟 重 复 . 由 (4,ig) 的 变换 性 质 及 在 各 个 不 同系 统 的 (41. 13), (41. 14) 


“本 a (41. 20) 
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式 , 便 证 明了 (E, 恕 ) 的 变换 性 质 . 
称 pu,icp 为 G77) ,使 (41.17) 成 为 
3j%/ar, = 0. 
我 们 讨论 1” ,7 之 间 有 什么 关系 
2 2 Cj 时 7 ey 
可 以 使 (41. 21) 带 来 


1 2 成 总 峙 : 


Ox Qj” Ox, Or’ 


(49 21) 


(41.229 


(41523) 


(41. 24) 


因为 我 们 假定 ，(41. 21) 的 成 立 带 来 了 (41. 24) ,我 们 可 以 用 拉 格 庆 日 乘 子 


全 = 与 下 
9 i 局 7) 2 oj™ 
Sv a 5 4 OE 
J 有 TX - 
而 令 9j” /axr, 的 各 个 系数 等 于 零 ( 式 中 1 为 拉 格 朗 日 乘 子 ). 由 此 得 
af? 
Bj 十 1M0。 三 0. 
乘 以 aoo， 得 
oof” 
oj™ Be ha,,. 
因此 可 能 是 )” 的 函数 . 由 上 式 得 
全 OA 
将 与 2 交换 ,得 
D2 oA 
0 
因此 
OA OA 
Be 3 Ea 
乘 以 ab, 得 
OA OA 
3j0 0 一 Bj 0 


取 02 一 0 天 得 


(4]. 25) 
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7 V2 三 站 (M26 
因此 4 不 为 j 等 的 函数 . 由 (41. 25) 及 上 式 ,得 
RN = BD 于 Se 
式 中 8%” 为 一 些 常数 . 如 果 在 一 个 系统 中 的 ”==0 带 来 男 一 系统 中 的 j= 
0, 那 么 8%= 0. 因 此 我 们 得 


由 此 得 

SD A (A412%) 
如 果 我 们 要 求 0,O' 系统 中 的 对 称 性 , 即 要 求 

机 


得 = 一 1, 即 得 我 们 所 需要 的 证 明 . (X= 十 1 的 情形 使 p,o' 在 O,O' 系 统 相 对 
速度 vov 极 小 时 取 不 同 的 符号 ,因而 是 我 们 所 不 要 的 情形 . ) 

可 以 在 此 附带 地 指出 (41. 9) 与 (41. 19) 是 等 效 的 . 有 了 (41. 19) 便 有 
(41. 9), 有 了 (41. 9) 便 存在 着 4,, 使 (41. 19) 满 足 . (41.9) 也 可 以 写 为 


式 中 五 * 力 是 五 的 对 偶 张 量 ,定义 为 


] ~ 
Hg 一 7 Exeroldy- 


3 42 电荷 的 讨论 


在 此 ,我 们 讨论 两 个 问题 . 第 一 ,是 否 对 于 所 有 的 观察 者 ,空间 
的 总 电荷 都 相等 , 亦 即 下 式 中 的 两 个 积分 
ez 5 
(42.1) 
|e (x’ ,T,X ,Tdridrdxs 
是 否 相 等 ? 第 二 ,点 电荷 所 构成 的 j, 
= euO0 (XI 3 (POOL 3 Ss (2))O (Ts 2 Si (42 2) 
js = iced(zx, — €,(1))6(xs 一 名 (GD))6(zs — és(2)) 
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是 否 满足 相对 论 的 要 求 ? 

为 讨论 第 一 点 起 见 ,我 们 引入 四 维 空间 的 奥 高 定理 2. 令 zx。 
为 ct ,而 讨论 在 ,zzyzsyzo 的 四 维 空间 中 的 一 个 体积 V” ,为 某 一 
个 面 $ 所 包围 . 那 时 奥 高 定理 成 为 


| 3 | 
I Be i De 一 | 2a; (42. 3) 


式 中 4 为 一 个 任意 矢量 场 ，Ao 寺 Asfi. 而 dS, 代表 在 这 个 空间 中 
S ”的 面积 元 ,方向 自体 积 内 向 外 .注意 我 们 先 讨 论 zi,zzyzsyzo 空 
间 中 的 奥 高 定理 ,目的 是 为 避免 虚数 的 体积 和 面积 . 此 时 必须 注意 
dS 不 是 以 前 所 讨论 的 矢量 ( 即 dS 的 变换 性 质 与 (39. 3) 中 的 4， 
不 一 样 ); 因 为 在 以 前 的 讨论 中 ,一 个 矢量 的 分 量 不 可 能 在 所 有 的 
系统 中 都 是 实数 @. 
(42. 3) 的 最 简单 的 证 明 如 下 : 令 曲 面 $ 为 许多 部 分 
Z1 = PilXzyTayTo), TI 一 Jo(Zay7syZo)，… (42.4) 
所 组 成 , 式 中 9g1,9;,… 都 是 单 值 函数 ,满足 
91(X2 ,X39T0) 之 92(XzyT3,T0) 之 93 之 …… (1212.5) 
这 时 
| = | 六 


= 


QU 
气 


dzxdxdxo 十 |4 
多 


加 2 A 
$3 


亦 即 是 
| ka (42. 6) 


@ 这 和 定理 应 称 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 (Ocrporpanokat) 定理 ,在 此 人 简称 奥 高 定 
理 . 
© 在 原则 上 ,我 们 也 可 以 令 dS 为 一 矢量 ,如 果 我 们 定义 (zx,y;,z;ct) 为 一 个 矢 
量 . 但 在 本 书 中 ,我 们 令 (z,y,z,ict) 为 一 和 拓 晤 ,目的 是 使 zy 变 至 zi 的 变换 为 一 个 正 交 
变换 ,容易 处 理 . 
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用 同样 的 方法 处 理 (42. 3) 左 方 其 他 项 , 相 加 , 便 得 (42. 3). 


为 使 面积 元 成 一 像 Cz,y， 区 ,ici) 的 矢量 起 见 ,我 们 引入 5 ,十 


义 为 
dS ;= (dS;)i (7 = 1,2,3), 
dss 二 加 ,951: 


(42°7) 


可 以 证 明 : 这 样 的 dS, 在 洛 伦 效 变 换 (39. 2) 下 服从 (39. 3), 因 而 


构成 一 个 天 量 . 用 这 样 的 dS, 后 ,得 
全 过 Bi ddzedradr 一 [Baas, 


x=1 


亦 即 
| (34 /az )dzidzzxdzsdz = |4as. 


现在 补 入 (42. 8) 的 另 一 个 证 明 . 引入 曲面 坐标 U1 U2 U3 ,Ww ,使 


Ty 一 Ty(Uis Uz U3,W), 


使 包围 体积 的 曲面 为 w==w,。, 而 使 体积 中 的 点 满足 


QO < < 
令 
D(x2 ,Xx3, Xa) ae D(Xxs,X4,X1) 
ns Dui,uz ,U3) A Dl(ui,uz sus) 
| BY Ge ye ~ D(X ;2 9 Ta) 
N: 5 也 (xl ,us ,U3) NV 9 D(ui ,U2 9 U3) 2 
那么 得 
ds = 一 N ,duiduzdus. 
(42. 8) 右 方 成 为 


| aNdudusdus— | NOdudusdusduw 


= i SY i 2 dzlidzzdzisdzw。 


(42. 8) 的 左 方 等 于 


Cy 


(42. 9) 


(42. 10) 


2 5 


De s U2 U3 ,Tw ) 
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比较 (42. 10) 及 (42. 11) 中 只 含有 4; 的 一 项 .在 (42. 10) 中 ,被 积分 的 项 是 
41i(oNi/amw) 十 Ni(941/9w). i 
在 (42. 11) 中 ,被 积分 的 项 是 


了 习 [ 强 基 j+ 强 问 | (D= F220 


Be Ds el) 


u, 
i 


2 汪 EE Ox 
的 两 边 乘 以 N,, 对 py 取 和 , 即 获得 了 
万 (ow/az = Ni: (42. 14) 
将 (zyziyzzyzs) 换 为 (xiyzxzyzsy 由) 或 (xyxywy xi) 或 (xxyxz)， 即 获得 
让 


Ou1 East Dla) 

om DO ww) 

Gulz D(zxs,X3,X4) 

BE ee (42. 15) 


p 9us D(xs, Xs ,Xs) 


or:  D(w,ui,us) 

以 (42. 14),(42. 15) 的 值 代 入 (42. 13) ,再 对 方 括号 中 第 一 项 应 用 分 部 积 
法 ,得 
41 总 D(xzyT3,7s) 9 D(x ,TX3,X1) 3 94， 

GO 也 (xzyxayzO) Ou, Dl(us,w ,Ul) Qus D(w ,ui, us) Oro 
这 可 以 算出 与 (42. 12) 完 全 相等 . 以 上 便 完成 了 所 需 的 证 明 . 

严格 讲 来 ，(42. 8) 的 左 方 是 一 个 腊 标 量 , 因 为 体积 dzidzzdzsdzx4 是 一 个 
寿 标 量 ( 见 § 39). 将 dS, 写 为 Nduiduzdus,; 而 又 将 N, 表 为 DOw/9xs( 见 
(42. 14) 式 ), 便 不 难看 出 dSj 也 是 一 个 膜 矢 量 . 为 说 明 这 一 点 , 令 我 们 对 于 不 
同 的 系统 x,x' 取 同样 的 曲线 坐标 , 那 时 duiduzdus 为 不 变量 ,D 为 膜 标量 ， 
9w/9z, 为 矢量 ,因此 Nduiduzdus 为 膜 天 量 . 


利用 (42. 8) 及 (41. 17) ,我 们 便 很 容易 证 明 总 电 傈 对 于 所 有 的 
观察 者 是 一 样 的 . 以 i 代替 (42. 8) 的 4,, 而 令 包 围 体积 V 的 面 为 
zs 二 常数 ,z= 二 常数 ,及 在 三 维 空间 中 无 穷 远 处 的 面 . 由 于 
全 1 7 在 方 年 于 过. 有 方 包 舍 宇 个 I 硬 人 让 7 于 = 于 妈 面 


Ni. 
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上 ,一 个 在 z= 二 常数 面 上 ,最 后 


ds X= C2 
Wy ge 一 个 在 三 维 空间 的 无 穷 远 处 ,该 
处 的 了 可 以 假定 等 于 零 . 令 以 上 


两 个 面 的 情形 正如 图 33 中 所 男 
出 的 . 那么 在 z 一 第 数 面 上 的 面 


Xa=C1 积分 为 
dS 


se (42. 16) 
而 在 z: 王 常数 面 上 的 面积 分 为 
|Pas。 = | judS, = lice dzidz'idzl， 人 两 

(42.16) 和 (42. 17) 相 差 一 个 符号 ,由 于 dS 在 这 第 一 个 面 上 与 时 


间 轴 成 钝 角 , 而 在 第 二 个 面 上 成 锐角 . 因 (42. 16) 与 (42. 17) 的 和 等 
于 零 5 得 


ec et de Cg. | (2 ,2 2 2 )dzidzodzs， 


图 33 


(42, 18) 
以 上 证 明 , 不 论 t,t' 取 什么 值 ,上 式 总 是 成 立 的 . 

如 果 将 z= 二 常数 的 面 也 换 为 z= 常数 的 面 ,使 包围 体积 的 面 
为 二 Ci 及 z 二 Cs 两 个 面 及 在 无 穷 远 处 的 面 ,以 上 的 理论 便 告 
诉 我 们 总 电 共 对 时 间 不 变 , 正 如 我 们 所 熟知 的 . 

在 通常 电学 书籍 中 ,我 们 用 以 下 的 方法 来 证 明 一 个 物体 的 总 
电荷 对 于 所 有 的 各 个 观察 者 都 是 相同 的 . 假定 物体 有 体积 而 其 中 
各 部 分 的 速度 相同 , 令 O° 为 一 个 观察 者 ,与 物体 一 起 运动 , 令 O 
为 男 一 个 观察 者 ,看 到 物体 以 速度 x 运动 . O" 通常 称 为 “静止 系 
统 ”(crcreMa rokog). 利用 斐 效 杰 若 收缩 的 理论 ,我 们 知 O 及 OO9 所 
观察 到 物体 的 体积 5V ,8Y" 之 间 有 以 下 的 关系 ，: 

2 (42. 19) 
对 于 O° 而 言 , j 是 
(0,0,01 
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对 于 O 而 言 ， 刀 可 以 自 上 值 通过 一 个 洛 伦 效 变换 而 求 得 ; 它 等 于 
人 二 io 
因此 对 于 O 而 言 ,电荷 密度 是 (1 一 .82)-:op ,总 电荷 是 
piV = C(] 一 p2) 28V 
二 
因而 与 O 的 选择 无 关 , 因 而 是 一 个 不 变量 ,或 标量 . 

这 个 证 明 人 似乎 有 一 个 缺点 , 即 是 必须 假定 物体 各 部 分 的 速度 
相同 .事实 上 ,这 不 是 严重 的 缺点 ,因为 我 们 可 以 将 物体 分 为 许多 
小 块 ,使 每 一 小 块 中 的 各 部 分 的 速度 几乎 相同 .根据 以 上 的 讨论 ， 
对 于 每 一 小 块 而 言 ,总 电荷 对 于 所 有 的 观察 者 是 一 样 的 ;因此 对 于 
整个 物体 ,总 电荷 对 于 所 有 的 观察 者 是 一 样 的 . 

在 这 里 我 们 附带 地 证 明了 

p(1 一 B)? 一 pp 一 标量 ( 因 p 与 0 的 选择 无 关 ). 
这 个 式 子 也 可 以 用 下 法 证 明 . 已 知 (pui ,pusz » CU3 CO 
6, 一 (1 A Be od 
是 大量 ; 文 巴 族 
人 6 二 We é, = ph é, = $7 &,， 
那么 上 式 的 共同 值 必然 是 一 个 标量 , 亦 即 p(1 一 8?)? 是 一 个 标量 . 

现在 我 们 来 讨论 第 二 点 , 即 点 电荷 ji 的 式 (42.2) 是 否 满 足 相 
对 论 要 求 , 亦 即 如 果 jj 在 某 一 个 系统 中 取 (42.2) 的 形式 ,经 过 变 
换 后 它 是 否 保 持 (42. 2) 的 形式 ? 或 如 果 让 它 在 不 同系 统 中 取 
(42.2) 的 形式 ,那么 它 能 否 满足 (39. 3)? 

首先 让 我 们 证 明 

OX1 一 (CS))6(Cz 一 6(C))6(z — £3(5))6(xo 一 6(s)) 

(B= (42. 20) 
是 形式 不 变 的 标量 (注意 在 此 , &, 认为 是 固有 时 s 的 函数 ). 首先 
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我 们 看 到 
(zl 一 与 (5))8(z — bls))6Cxs — (5))6Cro — £0 (3)) 
(42.21) 
乘 到 一 个 xz 的 函数 上 ,也 使 得 乘积 等 于 零 , 除 开 Xs 二 台 (s) 的 一 
点 外 , 亦 即 除开 z= 二 6,(3) 的 一 点 外 . 因此 (42. 21) 即 是 (42. 20) 乘 
上 一 个 (5) 的 函数 , 称 这 个 量 为 天 . 


1= 人 一 名 (5))…dzidzodzsdzn 
a | el 


/ / / / 
Cn i 


= |Kéacz, 1) dxidzdzsdzo 


D'or Toms St.) 
a | pe 
(如 果 只 讨论 正常 洛 伦 兹 变换 ), 我 们 证 明了 KK 二 1, 亦 即 证 明了 
(42. 20) , (42. 21) 相 等 , 亦 即 证 明 (42. 20) 是 形式 不 变量 . 
(42.2) 中 的 可 以 写 为 
ce| eed, — €1(s))6(x, — §€,(s5))0(zo — £0(s))ds. 


2 9 
为 证 蜂 幅 操 5 员 证 允 冯 帮 出 往生 呈 论 97202 于 igs7); 令 相当 于 时 
刻 z 的 固有 时 为 s* ,那么 (42.2) 用 固有 时 s 作为 & 的 独立 变数 后 ， 
应 成 为 
ds 一 6 人))OGz — Es(s* ))6(z — €3(5* )), 
ice6 (x1 — é€1(s* ))O(x, — €,(s* ))6GCzi — §,(s* )). 
(2. 23) 
另 一 方面 ,利用 


|F (8 i 


2 js) i zo]| Cads| 
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本 SN < a 
-一 | Fe dé /ds LsoCs) ode = I (s) ee 


$0(s)=z0 
= [F(s)/(dé0/ds) |],_,*， 

便 可 以 作出 (42. 22) 的 积分 . 如 此 便 不 难 证 明 (42. 22) 中 的 j,j 即 
是 (42. 23) 式 . 

将 (42. 2) 写 为 (42. 22) 后 , 便 不 难看 出 它 是 合乎 相对 论 要 求 
的 ,s 是 不 变量 , dé,/ds 是 矢量 ,四 个 6 函数 的 乘积 是 不 变量 ， 
此 (42. 22) 是 矢量 . 这 即 是 说 : 如 果 在 各 个 系统 中 j, 都 取 (42. 22) 
的 形式 ,那么 yw 等 服从 (39.3); 


3 43 ”积分 的 天 量 , 张 量 性 质 


在 上 节 (C3422) 我 们 双人 经 音 到 :虽然 ic 本身 是 一 外 矢量 的 第 
四 个 分 量 , 但 |odzdydz 是 一 个 不 变量 . 现在 我 们 讨论 在 什么 情形 
下 , 某 些 积分 能 够 成 为 一 个 张 量 的 分 量 . 
在 这 里 ,一般 的 定理 是 : 如 果 张 量 B,,. 适合 
OP .oo/9zo 一 0， (43. 1) 
那么 
| 三 (vey Ud (43>2) 
是 一 个 张 量 的 jv…p 分 量 . 意 即 是 : 不 论 1,t' 取 什么 值 ， 


. / / 1/ / / / / 
| (7 dd 


J a 


在 以 下 的 证 明 中 ,让 B 只 有 三 个 下 标 job. 
令 4A,,C, 为 两 个 已 知 的 常 失 量 (所 请 常 矢量 , 即 不 与 x 有关 
的 矢量 ) 邻 Ds 为 一 天 量 ; 定 义 汶 
D, = A,C,B,. (43. 4) 


LA 
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80D./0% 0: 人 
引用 奥 高 定理 ,得 
| 3 a |Das, MW (43. 6) 
V 
令 包 围 体积 V 的 面 依然 为 xz, 二 常数 面 ,zs== 常 数 面 ,及 在 三 维 空 
间 无 穷 远 处 的 面 ,重复 上 节 中 的 讨论 , 便 获得 
|2， (X1, 2 3 ,Xo)dzid rad x 


2 | de (43.7) 
亦 即 
人 (1 9 C293 jo dr dod 
要 站 (43. 8) 
因为 4,C。( 昌 然 是 常 矢量 ) 是 任意 的 ， 


|Bia C1 72s 7s, 70) dz1dzud, (43. 9) 


必然 是 一 个 张 量 的 yp 分量. 事实 上 如 果 上 式 不 是 一 个 张 量 的 jp 
分 量 ，(43. 8) 不 能 对 于 任意 的 4,C 都 满足 . 

以 上 的 理论 同时 也 证 明了 如 果 (43. 1) 不 满足 ，(43. 2) 的 值 与 
所 选择 的 zx。 的 值 有 关 ,同时 (43. 3) 对 于 一 般 的 zoyz 是 不 能 成 立 
的 . 

(43. 3) 两 方 的 两 个 面积 分 中 的 面 , 在 事实 上 是 两 个 不 同 的 面 ， 
包含 了 不 同 的 时 空 点 . 由 于 这 个 情形 ,我 们 必须 援 用 奥 高 定理 . 如 
果 讨 论 

| i | Bedso， (43. 10) 


而 令 积 分 面包 含 同样 的 时 空 点 ( 即 取 同一 个 时 空 面 作为 积分 面 )， 
那么 (43. 10) 中 的 积分 显然 地 服从 
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| 到 eds; = gig" ag | Baped So (CL 


因而 成 为 某 一 个 张 量 的 jv…p 分量 . (43.10) 中 所 讨论 的 问题 与 
(43. 3) 中 所 讨论 的 问题 是 不 同 的 两 回 事 . 我 们 以 后 会 遇 到 像 
(43.10) 中 的 积分 . 

我 们 通常 所 遇 到 的 像 (43. 2) 等 式 ,是 全 部 三 维 空间 的 积分 ,但 
是 显然 地 ,以 上 的 讨论 也 可 以 应 用 到 对 一 部 分 空间 积分 的 (43. 2) 
式 . 假定 在 

Wn = (3 12 

加 二 2 和 甸 各 要 信人 包 和 2) 全 面 为 独到 
中 的 ACEFHGKLM. 今 zo 常数 面 交 此 曲 
面 于 曲线 厂 上 , 令 zo 一 常数 & 面 交 此 曲面 于 
曲线 刻 上 . 令 厂 所 包围 的 面 为 V, 店 所 包围 的 
面 为 V' ;六 汪 V' 对 OQ 及 OI!' 出 言 乃 是 三 维 空间 
的 体积 . 假定 (43.1) 式 在 曲面 中 各 点 都 成 立 ， 
应 用 奥 高 定理 ,不 难 证 明 在 


| Bn Ta kdridrdiws, 
V 


/ ki pe 
民 Bn NR VO TO ACs 


中 存在 着 关系 ,正如 一 个 张 量 C,,., 在 两 个 系 
统 中 的 分 量 . 

显然 地 5 在 VGz DLL 加 上 五 等 于 零 的 要 求 , 也 司 以 
换 为 在 这 个 面 上 

BmdSo=0 (3: 13) 

如 果 B 代表 电磁 场 或 某 一 个 场 ,那么 “在 y==0 面 上 B 等 于 
等 ” 即 等 于 说 在 y= 二 0 面 中 有 一 些 场 ,与 $y 二 0 面 外 的 场 分 开 . 在 这 
个 情形 下 ,我们 说 在 y==0 面 中 有 一 个 波 包 (wonnoson nakeT). 
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3 44 ”电磁场 的 能 量 -动量 张 量 . 党 伦 兹 力 


在 此 市 中 我 们 讨论 洛 伦 兹 力 
E(u/c)xH Cd 1) 
在 洛 伦 效 变换 下 的 变换 性 质 . 首先 讨论 一 个 质点 ,时 空 坐 标 为 
6.(s). 显然 地 


CE (44. 2) 
是 一 个 天 二 ,I 人 尼 [ 119233 计生 修业 
(ys 12) 2{E 二 (u/c) Xx H), (44. 3) 
它 的 第 4 分 量 是 
ic 1(E .wu)(l1— Be) 2. (44. 4) 


由 此 可 见 , 一 个 单位 点 电荷 上 所 受 的 洛 伦 效 力 的 三 个 分 量 , 乃 是 
(1 一 82): 乘 上 某 一 个 四 维 矢量 的 1,2,3 分 量 . 

如 果 电 荷 不 集中 于 一 点 而 有 一 个 密度 o, 那 么 洛 伦 效 力 在 O 
系统 中 的 各 个 分 量 分 别 为 二 1,2,3 的 


rs (7X) ju (rT) dridzrdz;, (445) 
在 O' 系 统 中 的 各 个 分 量 为 v=1,2,3 的 
| )7 Td dd (44. 6) 


(44. 5), (44. 6) 的 积分 区 域 是 在 时 空间 中 的 两 个 不 同 面 ,因此 求 它 
们 中 的 关系 ,必须 通过 厂 ,,,ji 的 运动 方程 ,及 类 似 奥 高 定理 的 讨 
论 . 一 般 地 讲 ，(44. 5) 是 上 的 函数 ，(44. 6) 是 的 浮 数 ,因此 它们 
间 不 可 能 存在 一 个 像 (39. 3) 的 关系 ,因此 它们 不 构成 一 个 矢量 . 
对 于 一 个 点 电荷 而 言 ,我 们 已 说 明 (1 一 p2)- 乘 上 洛 伦 兹 力 的 
至 不 分 量 是 一 外 国生 天 量 的 下 克 3 个 屋 不利 证 有明) 对 于 地 六 所 电 
何 ， CI 5) 即 是 (44. 2) 乘 上 总 电荷 . (为 证 明 这 一 
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点 ,只 消 以 点 电荷 的 ji 代入 (44. 5) 作 出 积分 即行 . ) 因 此 (1 一 
p)- 乘 上 (44. 5) 构 成 一 个 矢量 . 


让 我 们 直接 地 计算 点 电荷 所 构成 的 (44. 5) 的 变换 性 质 . 为 方便 起 见 , 称 
(44.5) 为 KK,. 庆 在 此 由 (42. 2) 决 定 . 先 讨 论 “ 静 止 系统 ”所 观察 到 的 量 , 亦 
即 讨 论 一 个 与 点 电荷 一 起 运动 的 观察 者 0" 所 观察 到 的 量 . 同 以 前 一 样 ,将 这 
些 量 上 加 一 个 上 标 “0”. 显然 地 ， 

1 =s, Wu" = 0. 


以 上 面 的 w 代入 (42.2), 再 以 (42.2) 的 j, 代入 (44.5), 作 出 积分 ,得 


Ke Oe 0 人 人 
假定 对 于 某 一 个 观察 者 O, 点 电 筒 以 速度 (x,0,0) 运 动 .用 同样 步骤 ,算出 
RR = I (44. 8) 


因此 
天 ww) 一 el(p wrap 这 这 iQ,,aapH pe); 
式 中 w 代表 自 x 变换 至 zx 的 系数 . 因 0° 看 到 O 以 速度 (一 wu,0,0) 运 动 , 得 


人 一 0 一 (一 硬 ay 一 一 al 一 一 10(1 一 后 这 (44.9) 
Q22 = 033 = ]， OD 0 
由 此 算出 
FE Ko,, A = (l= B’)? KY,,, 
和 (44. 10) 
0 BO ”Ps Kets iBK,; 


这 说 明了 Ks 的 变换 性 质 , 也 说 明了 Ko 不 是 天 量 . 男 一 方面 , 令 工 ,= 


ed 
(1 一 请) “i 


让 = i 
2 一 二 0 0 
pn = (1 Tr 0 2 LL; = 0 (44. 11) 
] es 
Ls = L;, Li= ip(l— PF) :Li, 


说 明了 三 可 能 是 一 个 矢量 . 
对 于 点 电荷 ,用 相对 论语 言 去 讨论 洛 伦 效 力 是 没有 困难 的 ; 
让 
为 我 们 有 矢量 (44. 2) , 它 的 头 三 个 分 量 除 了 (1 一 82) :的 倍数 外 即 
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是 洛 伦 效 力 . 对 于 电荷 不 集中 的 情形 ,我 们 无 法 自 一 般 性 的 理论 写 
出 一 个 入 莉 ;使 它 的 站 二 个 分 宇 与 外人 和 计生 细 关 条 
此 在 这 个 情形 下 ,用 相对 论语 言 去 讨论 整个 洛 伦 兹 力 ,是 有 困难 
的 . 

这 便 是 $27 中 “电子 的 自作 用 力 等 于 零 ” 的 一 句 话 不 一 定 能 
满足 相对 论 条 件 的 原因 . 在 § 27 中 ,我 们 曾 假定 电子 各 部 分 的 收 
缩 率 由 电子 中 心 速度 决定 ;这样 的 理论 本 喘 不 符合 相对 论 条 件 ， 
为 相对 论 要 求 电 子 各 部 分 依照 它 本 身 的 速率 而 收缩 . 但 不 论 收 缩 
率 是 否 由 电子 中 心 速率 或 由 各 部 分 的 速率 决定 ,我 们 可 以 算出 电 
子 的 自作 用 力 ( 在 个 别 情形 下 ) ,而 证 明 “ 自 作用 力 等 于 零 ?"( 即 §$ 27 
的 (27. 4) 式 ) 不 符合 于 相对 论 . 

让 我 们 在 此 证 明 有 一 个 张 量 了 7T,,, 适 合 

La DL 

Tr = Cds 2 
由 于 (4 下 12) 有 方 的 头 三 个 分 量 是 洛 伦 花 为 密度 ,我 们 用 f 来 代 
(044; 到 ) 右 这. 了 5 的 臣 平 为 


ee (44. 13) 


vp* * pp 167 * 
证 明 如 下 : 
5 dy | 
2 | a llld or 再 Tn Owlt elim 
oH oH 
2H,, 十 H, e+ lp S|. (44. 14) 
i 2 Ox, 


由 于 五 wy 的 反对 称 性 ,上 式 右 方 花 括号 中 第 一 项 可 以 写 为 
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(第 一 个 等 号 是 将 pp 改写 为 pp 而 获得 的 ,第 二 个 等 号 是 由 矿 ,,= 
一 态 ,, 而 获得 的 . ) 由 于 (41. 9) ,可 证 (44. 14) 花 括号 中 第 一 、 第 三 
两 项 的 和 等 于 堆 . 利 用 (41. 8) ,得 


了 有 in tlw 次 属 可 Cc J i 
即 是 我 们 所 欲 证 明 的 . 
将 7 各 分 量 写 出 , 汪 S 3 中 的 J (1,] 二 1 2 gusY 等 比 
较 , 可 见 T,, 即 是 
Tn Ts Ta CD 
Ta 7, 了 32 一 1Cg2 
Ta 了 1Cg3 9 (44. 15) 
1 1 1 
= 2 可 证 cl UppH 


武 申 卫 , (97 二 为 89) 是 838 是 的 (3.13)y 好 记 太 6 二 是 动量 完 诺 
(1/4zcXEXH),(Y1i,Yz, 六 ) 是 马 莫 夫 天 量 (c/ 机 )(BXWD 区 项 是 
电磁 场 能 量 密度 (1/87x) (EE? 十 HH?) (在 8$3 中 我 们 以 zx 代表 电磁 场 
能 量 密度 ). 表面 上 看 来 ,似乎 (44. 15) 不 是 对 称 的 ,但 由 于 g= 
c 了 , 它 实际 上 是 对 称 的 . 事实 上 ， 


= Hn)(— Ha) 十 Ru 

将 了 T, 写 为 (44. 15), 便 可 以 看 出 (44. 12) 代 表 能 量 、 动 量 守恒 

定理 (8$ 3). 例如 讨论 v=1 的 (44. 12). 将 左右 两 方 对 空间 (三 维 空 
间 ) 积 分 ,得 


O7 of O 
[EAE es + | 一 [mar， 


加 1C 


HH = To,,. 


(dV = 二 AS 区 二 
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亦 即 


1 § [adv +|C:ds) = |fidvy, (44.16) 


式 中 (T。dS), 代表 (T。dS) 的 z 分 量 . (44.16) 显 然 是 (3.12) 的 第 
一 个 分 量 , 代 表 沿 z 方向 的 动量 守恒 . 如 果 讨 论 v=4 的 (44. 12)， 
我 们 将 左右 两 方 对 空间 (三 维 空间 ) 积 分 ,得 

[av(- 二 全 一 二 多: |= [fav 


C TO CG Os CO IC OF 


. | 全 ic™! [pcE ee 
亦 即 是 
f 人 二 -本 有 | ‘WdV, (44. 17) 

尔 即 是 (3. 4) 式 ,代表 能 量 守 恒 的 式 子 .因此 (44. 12) 可 以 认为 是 动 
量 、 能 量 守恒 的 微分 形式 ,而 $3 中 的 (3.4),(3.12) 代 表 动 量 、 能 
量 守 恒 的 积分 形式 . 

这 一 节 的 讨论 说 明 三 维 空 间 中 的 张 量 了 ,及 矢量 g8, 了 ,标量 zx 
合 组 成 一 个 四 维 空 间 的 张 量 7,,(44. 15); 它 满足 (44. 12) ,代表 着 
动量 .能 量 的 守恒 . 


8》 45 “ 几 个 特殊 问题 中 动量 .能 量 能 否 
构成 一 个 天 量 的 问题 
在 这 一 节 中 我 们 讨论 在 几 个 特殊 问题 中 所 遇 到 的 动量 .能 量 ,看 它 能 否 
构成 一 个 矢量 . 
(1) 一 个 电子 的 电磁 场 的 动量 .能 量 
一 个 洛 伦 兹 电子 的 电磁 场 的 动量 .能量 是 


Es 5 
三 0 -=O 
bk , (45. 1) 
A NO | i lp Oy 
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( 见 (14.9),(14.10)), 因 而 (G,iU/c) 不 构成 一 个 秋 量 .一 个 阿 伯 拉 汉 姆 电子 
的 动量 .能 量 是 


2 2 
G— JU {s Te In St — 2+ oi), 
2 |z | cu c—u u 
C4552) 
UU {ElInet— 1) + Oi), 


( 见 (14.19),(14.20)), 因 而 (G,iU/c) 也 不 构成 矢量 . 
(2) 两 个 点 电荷 系统 的 作用 动量 ,作用 能 量 


如 果 称 两 个 电荷 为 e，,e" ,那么 作用 动量 ,作用 能 量 是 动量 .能 量 中 含 
儿 ewe 的 一 项 . 

在 $19 中 ,我 们 已 算出 如 果 一 个 电荷 不 运动 ,作用 能 为 ee2 [ri 
(zyz) 及 7 代表 两 个 电荷 的 距离 ( 见 (13. 21)). 又 算出 如 果 两 个 电荷 的 速度 
相等 而 相反 时 , zw” 一 一 "” ,作用 能 为 

| 本- 眼 | CDe(2) 
| {z+ (1 — PCY: + z2)} 
现在 假定 e =e ,假定 O 为 一 个 观察 者 ,看 到 两 个 电荷 以 速度 vv ,v= 
一 v ”运动 着 ,那么 它 所 观察 到 的 作用 动量 ,作用 能 量 分 别 为 零 及 (45. 3). 令 
O' 为 另 一 个 观察 者 ,与 第 一 个 电荷 一 起 运动 . 如 果 作 用 动量 .能量 (G,iU/c) 确 
构成 一 个 矢量 ,那么 O' 所 观察 的 能 量 可 以 由 O 所 观察 到 的 动量 .能 量 经 过 一 
个 转换 而 得 到 . 亦 即 


(v= |v |). (45.3) 


ee 
CO of oN (1 6) OM). — (Cand 


利用 z,y,z 与 刀 的 关系 ,可 以 将 (45. 4) 中 的 乙 表 为 二 的 函数 . 

我 们 已 经 算出 的 DE Be ,利用 本 多 ET 12) 
的 关系 及 洛 伦 兹 变换 ,也 可 以 表 为 1” 的 函数 . 可 以 验证 这 两 个 1” 的 函数 愉 
好 相等 . 这 似乎 指出 : 作用 动量 、 能 量 可 以 构成 一 个 矢量 .但 考虑 到 一 般 情 
形 , 便 知 它 不 能 构成 一 个 矢量 . 理由 是 极 简单 的 , O 系统 的 作用 动量 .能量 是 
四 维 空间 中 zo==k 面 上 的 一 个 积分 , 值 与 & 有关,O' 系统 的 作用 动量 ,能量 是 
四 维 空间 中 xo==k 面 上 的 一 个 积分 , 值 与 有 关 , 这 两 个 面 是 不 同 的 面 . 
此 ,在 O,O' 系 统 的 作用 动 世 、 能 其 间 , 不 可 能 有 一 个 线性 关系 ,如 果 我 们 限定 
这 个 关系 式 中 的 系数 与 &,k' 无 大 . 因此 作用 动量 .能 量 不 构成 一 个 天 量 . 


280 电动 力学 及 狭义 相对 论 


(3) 对 于 一 个 平面 的 电磁 波 
E = Eocos2m[t 一 (nzz + nyy 十 ms)/c]， 
H = Ho cos 2ru[ 一 (nzz + nyy + nzz)/cj, (45. 5) 
我 们 已 证 明了 
(nzy ,nyy ,nzy ,1y) (45. 6) 
构成 一 个 矢量 ( 见 (34. 13), (34. 14)). 一 般 地 讲 , 如 果 有 一 个 电磁 波 包 ( 即 电 
磁场 集中 于 一 个 区 域 中 的 情形 ) ,而 它 的 电磁 场 适合 j,==0 的 麦克 斯 韦 方 程 ， 
Wh OT OR, 
es CE 
便 构成 一 个 矢量 ( 见 8$43 的 讨论 ), 亦 即 
(|samadmazs， |e， Es We [upudridzadzs] 
构成 一 个 矢量 , 亦 即 
(G1,G2 ,G3,1U /c) (45. 8) 
构成 一 个 矢量 .根据 § 43 中 最 末 一 段 的 讨论 ，(45.7) 中 的 积分 区 域 不 一 定 是 
全 部 三 维 空 间 , 而 可 以 是 三 维 空间 的 一 部 分 . 
严格 地 讲 ，(45. 8) 是 属于 一 个 波 包 的 ,而 (45. 6) 是 属于 一 个 平面 波 的 ， 
亦 即 属于 一 个 伸延 至 无 穷 远 的 电磁 场 的 ,因而 (45. 6),(45. 8) 中 没有 关系 .但 
事实 上 我 们 可 以 讨论 一 个 波 包 ,其 中 绝 大 部 分 区 域 的 EE,H 是 一 个 平面 波 
(45. 5). 对 于 这 样 一 个 波 包 , 可 以 通过 直接 计算 ,证 明 对 于 观察 者 O, 我 们 几 
于 有 


人 (C45. 9) 


77 nv Nay 1y 
称 上 式 的 值 为 及. 同样 ,对 于 观察 者 O' ,得 
rn (45. 10) 
由 (45. 6), (45. 8) 的 矢量 性 质 及 (45. 9),(45. 10) 式 ,不 难 证 明 
k= (45. 11) 


因此 KK 是 一 个 标量 ;因此 (45. 6) 与 (45. 8) 相 差 只 是 一 个 标量 倍数 . 
(45. 8) 的 矢量 通常 写 为 G,. 至 于 (45. 6) 的 矢量 ,我 们 将 写 它 为 v. 
(4) 最 后 我 们 讨论 一 个 电子 每 秒 中 的 放射 (§ 21). 能 量 ,动量 的 放射 分 
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别 为 
> 人 于 2 | S22 we 出 e ?| 
si a -zlu Xu] S 
(45. 12) 
SL CE UM .本 2 
3 局 a |: 
CWC2l 0) 21 7) AO TI (C10 7 pil 
ed A 
(1 一 FF) 2 (动量 放射 , (i/c) 能 量 放射 ) (45. 13) 
乃 是 一 个 天 起 | 
a ££, &,, (45. 14) 
我 们 在 此 直接 由 (21. 2) 及 (21. 6) 证 明 (45. 13) 是 一 个 矢量 . 
讨论 四 维 空间 中 一 个 曲面 S$, 定义 为 
We = | RCOSW, Z3 = €3(5) + Rsin sin 9, 
(45. 15) 


X, 一 6() 十 Rsinbcosp，xzo 一 名 (5) + RR, 

式 中 R 为 一 个 取 大 值 的 常数 ,s 代表 电子 的 固有 时 ,而 s,0,p 是 曲面 的 参量 . 
这 样 的 曲面 满足 

(xi — €,(5)) (x; — §€.(8)) 一 (z 一 和)) = 0, (45. 16) 
因而 面 上 各 点 是 电子 在 固有 时 s 所 射出 的 电磁 波 所 能 达到 的 ;事实 上 由 
(45.15),(45.16) 可 以 看 出 这 个 曲面 是 电子 在 固有 时 s 所 射出 的 电磁 波 经 过 
R/c 时 间 后 所 构成 的 波 前 . 在 (45. 15) 式 中 的 x, 上 加 上 “ ”号 ,我 们 获得 四 
维 空间 中 另 一 个 曲面 S“'. 当 R 为 一 个 极 大 数 时 , 夹 在 S“*,S“*' 中 间 各 点 上 
的 7 适合 

97 /oz, = 0. 

因此 应 用 奥 高 定理 ,可 以 证 明 


/ / 
| eo Ao (45. 17) 


的 变换 性 质 ,正如 一 个 矢量 的 分 量 . 亦 即 可 以 证 明 |7wdS, 构成 一 个 矢量 . 极 
易 证 明 

Ni1 = D(zz,7x3,74)/D(s,0,9) = (9é4/90s)cos 0 R? sin 0， 

N;2=— D(X zi)/ D0,0) = (O87/QWsin 0cos PR singd, 

Ee ee 


Ni =— D(zxi,z2,73)/D(s,0,9) 一 一 > Xi(85/as)R2zsin 0， 
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式 中 7; 代表 三 维 空间 中 沿 xz; 一 & 的 单位 矢量 ,等 于 
(cos 0,sin Ocos 9,sin 0 sin 9)， 
因此 
oOé O06, 3 
[Tas, = [| 3 — Th | R? sin 0 dbdpd;s. 
因此 当 R 取 大 值 时 ， 


fr J+ 


gx 十 HH?) 全 人 | 天 sin0d0dpds 
cds 1 uy 
一 | | are -I FE)| 1 二 2 | Sin 0d0d0 
(45. 19 ) 
同样 ,可 证 明 
[Tias 要 | x A),|1 RE ”|g i 
1y y (1 2 B® An i C SS 9 
(CAD 


(45. 19), (45. 20) 左 方 为 一 矢量 ,因此 右 方 也 是 一 矢量 . 因 ; 为 不 变量 ， 
(45.19) , (45. 20) 右 方 对 s 的 导数 也 是 一 矢量 . 将 (45. 19),(45. 20) 右 方 对 。s 
微 商 ,再 乘 以 i/c, 即 获得 所 需要 证 明 的 结果 . 


$ 46 ”电子 所 产生 的 电磁 场 的 相对 论 形式 


电子 所 产生 的 j,, 见 于 (45. 22) 式 ,是 符合 于 相对 论 要 求 的 . 电 
子 所 产生 的 4,p 见 $16 的 (16.17),(16.12). 用 心 代表 电子 在 推 
权时 刻 的 速度 ,用 R 代表 自在 推迟 时 刻 的 电子 至 (zx,y,z) 的 天 
量 ,9,A 成 为 


(46. 1) 


到 二 人 (R* 一 一 (& 。 
这 样 的 4,ip 可 以 表 为 一 个 和 失 量 ,证 明 如 下 . 令 s* 为 与 推迟 时 刻 相 
当 的 固有 时 ,又 令 
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B. = Cl ds (46. 2) 
得 
有 (46. 3) 
因此 
2 (46. 4) 
人 上 BB 即 是 RR: 因此， 
六 i R 一 Zu’ » R*), (46.5) 
因此 (4 ,ig) 可 以 写 为 
-= (46. 6) 
RS 


这 便 是 我 们 所 和 欲 证 明 的 . 为 简化 符号 起 见 ,我 们 将 B, 改写 为 尺 . 
当 g(s) 过 0 时 ,我 们 有 以 下 的 关系 : 


| resLeG)]ds = je C= | 
g (Ss 


式 中 右 方 的 s 乃 是 g(s)==0 ps hs 6) 改 
写 为 
2e| EYORR)ds (R=zx,— és)), (46.7) 
而 式 中 s 的 积分 区 域 只 包含 推 壕 时 刻 s* ,而 不 包含 超前 时 刻 . 
= ze| E.(s)6 RR)ds. (46. 8) 
因此 


= 4e| 6 (0 0 


一 和 (5) 1， 


= gal 于 a 
ES 
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ze EE 8 |sCRRods 
RESts) 


$e eA 


| 
RECS) 


人 


R, &,(s) 


Dag 
| 
on 


| 一 一 (RS 一 RE) 
(RRS 


. . . 
SE RD RS Rb (46. 9) 
(Ry &0)* 下 
这 一 个 式 子 也 可 以 直接 算出 . 自 R* R’ 二 0, 对 x, 取 微分 ,得 


上 2 95 
(x — 0) | vs 


亦 即 
zr,— €’ — (R* €*)(90s* /9x,) = 0， 
亦 即 
0s* /9x, = R* /CR 8&*). (46. 10) 
利用 上 式 , 对 (46. 6) 微 商 , 得 
3 RE), 
， CR ED): ， 


2 i 3 A 
一 中 | Rt, + 各 64 一 名 名 -|| 


i RR 
CR R, €, Ro ev 
(在 上 式 中 将 £,R 的 * 符号 省 略 . ) 因 此 
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H,, =———[é,R, — §,R,] 
(CRS) 


pp 


2 . 
二 二 Ra (46. 11) 
(CR 


正 与 (46. 9) 相 同 .这 个 形式 显然 是 符合 相对 论 的 要 求 的 . 
3 47 质点 的 相对 论 力 学 


原来 的 牛顿 力学 中 的 运动 方程 是 合乎 相对 论 的 ,但 是 它 的 合 
乎 相对 论 是 对 于 伽利略 变换 而 言 的 . 对 于 洛 伦 效 变换 , 它 不 再 符合 
相对 论 的 要 求 . 

让 我 们 写 下 在 洛 伦 效 变换 下 符合 相对 论 的 运动 方程 ,而 同时 
要 求 在 v&c 时 近似 于 牛顿 运动 方程 . 显然 地 ,这 样 的 运动 方程 必 
然 是 以 下 的 形式 : 

区 弓 75 殉 

式 中 和 为 一 个 不 变量 (标量 ) ,而 瓦 , 是 一 个 矢量 . (47.1) 包 含 了 
四 个 式 子 ,而 寻常 的 运动 方程 只 包含 三 个 式 子 , 由 它 及 起 始 条 件 我 
们 能 计算 6 ,和 ,和 s 如何 为 上 的 函数 .因此 (47. 1) 中 四 个 式 子 中 应 
该 具有 三 个 是 独立 的 . 


事实 上 ，(47.1) 的 左 方 有 一 个 关系 (40. 12) 


jie 一 0， (47. 2) 
因此 如 果 (47. 1) 是 可 解 的 ,Ff 必然 适合 
Fé,= 0. (47. 3) 


只 有 当 (47. 3) 成 立时 , (47. 1) 才 是 可 解 的 ;同时 , 当 (47. 3) 成 立时 ， 

(47.1) 中 也 只 包含 了 三 个 独立 的 方程 , 正 同 我 们 所 希望 的 一 样 . 

此 我 们 要 求 在 以 后 的 理论 中 ,始终 有 (47. 3) 式 . 
DH 大 于 个 守 于 可 以 写 汝 
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m dé 
dt \(1— B22 dz 
| (47. 4) 
与 牛顿 力学 的 运动 方程 的 主要 不 同 力 是 以 
m°(1 一 p*) ?Cdé,/dt) (47. 5) 
代替 了 以 前 的 动量 . 将 (47. 5) 中 的 动量 写成 寻常 动量 的 形式 mu 
便 获得 了 以 下 的 关系 : 
m= 二 mm (] 一 B*) 2. (47. 6) 
由 (47. 6) 式 可 见 质 量 m 随 速 度 而 变化 ; 当 x 趋 近 于 c 时 ,质量 趋 
于 无 穷 大 . 
讨论 静止 系统 所 观察 到 的 质量 . 所 谓 静 止 系 统 , 即 是 与 质点 一 
起 运动 的 观察 者 ,对 于 他 而 言 ， 6 二 0, 因 此 
m 一 m.". (47. 7 
亦 即 mr" 为 静止 系统 中 观察 质量 而 得 的 值 . 因此 , m" 称 为 “ 静 质 
量 ”(Macca Dokon ) 
由 (47. 4), 也 可 以 看 出 (1 一 2)? F; 相当 于 寻常 的 力 . 由 
(47. 4) 可 以 看 出 当 B 趋 近 于 1 时 , 沿 速 度 方 同 的 力 不 易 产生 大 的 
加 速度 ,而 与 速度 方向 垂直 的 力 , 比 较 地 容易 产生 较 大 的 加 速度 . 
这 一 点 详细 讨论 如 下 : 
将 (47. 4) 左 方 花 括号 中 的 项 称 为 G ,得 
G = uf (u’), (47. 8) 


站 
一 本 x SI 


所 以 


5 =U fu) 十 uu Wf Cu). 


el en 
| dt long 本 dt < 


式 中 第 一 项 代表 沿 w 方向 的 dG/di, 第 二 项 代表 与 w 方 同 垂 直 的 


将 dG/dit 写 为 
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dG/dz ,得 
d |G 
四 | long PP Unef (ze ) 证 2x Wongf (2°) 二 Ulong dz 
| 0 3 Uf (u’) E=3 了 
Di 
以 (47.5) 代 G, 得 
六 一 ijong (1 Pp Ee 
和 Ee (47. 9) 
ee 本 Uiran et 
dz tran (1 Ee By 
| 
因此 将 (1 一 )?F; 写 为 寻常 的 力 F”, 分 它 为 
hs 
便 获 得 
oy 
Cl) Ce = i 
MI (1 J (0 = fn 


证 明了 当 BT1 时 沿 w 方 向 的 F 所 产生 的 加 速度 , 比 同样 大 的 而 
与 & 垂直 的 力 所 产 生 的 加 速度 小 . 这 样 ,使 w 的 绝对 值 趋 近 于 c 更 
为 困难 . 通常 我 们 称 (47. 10) 左 方 & 的 系数 


m (1] 一 的 瑟 ， m" (] 一 人 
分 别 为 纵 质 量 与 横 质 量 . 当 p=*1 时 , 纵 质 量 可 以 比 横 质 量 大 出 许 


多 . 
现在 转 回 来 讨论 (47. 3) 式 . 由 此 可 得 


r= Se (47. 11) 
因此 (47. 1) 的 第 四 式 乃 是 
d molc 


时 
2 ds et), 


亦 即 
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和 p2)2 人 Ga “F)= (u* F™). 
Cm 
上 式 右 方 是 寻常 外 力 F*” 所 作 的 功 ,因此 质点 的 能 量 U 除开 一 个 
附加 的 常数 外 ,应 该 是 
MoC / (1 ss B2)2. 
因为 附加 的 常数 的 选择 不 产生 物理 上 的 后 果 , 我 们 令 它 为 零 ,得 


U = moc’/(1 一 B2)3. (47. 13) 
当 B 取 小 值 时 ,上 式 成 为 
U == moc” 十 A OP )s Ci. 


亦 即 是 一 个 常数 moc 与 寻常 的 动能 二 2 Mou” 的 和 . moc? 通常 称 为 
“家 能 ”. 

苹 以 和 的 讲 陀 中 如 DD) 中 的 四 个 起 了 三 个 代表 运动 方 
程 ,一 个 代表 能 量 守 恒 , 将 (47.17 写 为 


i 全 (mm oe |= 本 CT 
化 括号 中 的 天 量 正 是 
(CO (47. 16) 
当 我 们 称 上 面 的 矢量 为 G, 时 ,得 
ee (47. 17) 


如 果 质 点 是 电子 ,如 有 果 我 们 要 把 电子 所 产生 的 电磁 场 的 G,U 归并 
到 电子 原 有 的 G,U 上 ,而 又 同时 要 求 适合 相对 论 的 运动 方程 , 那 
么 我 们 的 初步 希望 ,当然 是 要 求 电子 的 电磁 场 的 (G,iU/c) 构 成 一 
个 矢量 . 但 洛 伦 兹 电子 、 阿 伯 拉 汉 姆 电子 的 (G,iU/c) 都 不 构成 一 
个 矢量 ,使 这 个 希望 落空 .这些 问 题 将 在 第 三 部 中 再 谈 . 这 里 我 们 
只 指出 一 点 , 即 如 果 F;” 是 洛 伦 兹 力 ( 暂 不 讨论 这 里 的 电磁 场 是 
否 由 外 界 产 生 或 由 电子 本 身 产生 ), 那 么 我 们 可 以 令 F, 为 电 答 e 
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乘 上 
cH (47. 18) 
这 样 的 ,显然 适合 (47. 3). 事实 上 ， 
ce 有 一 cc 


二 > &, EH,, 5 1 ( 因 ki 3 0 
二 
pe 2 站 yp 9 v ”1A HY 

ls 

2 


cl1€, éH, = Sn 6 EH,, 

(将 第 二 项 的 uv 对调 )， 
因此 等 于 零 . (此 后 这 些 类 似 的 计算 不 再 写 出 . ) 用 这 个 ,代入 
(47. 15) , (47. 15) 成 为 


(47. 19) 


最 后 一 式 即 是 我 们 所 熟悉 的 代表 能 量 守 和 恒 的 式 子 . 

在 此 可 以 附带 地 指出 ; 由 于 相对 论 对 于 F, 的 要 求 ( 即 F, 必须 为 一 矢 
量 ), 由 于 (47. 3) 的 要 求 ,又 由 于 在 取 零 值 时 F; 必须 为 eE;，(47. 18) 几 乎 成 
为 惟一 可 选择 的 ,因此 (47. 19) 的 右 方 几乎 是 惟一 可 选择 的 F”. 因 此 有 许 
多 作者 认为 洛 伦 效 力 的 假定 ,可 以 认为 是 由 于 相对 论 的 要 求 而 来 的 . 这样 的 
看 法 虽然 不 算 错误 ,但 过 于 强调 了 相对 论 在 理论 中 的 地 位 .更 正确 的 看 法 是 ， 
洛 伦 歼 力 是 实验 所 证 实 的 ;由 于 质点 所 受 力 为 洛 伦 效力 ,使 书 . 的 (47. 18) 式 
满足 (47. 3) ,因而 使 质点 的 运动 方程 有 可 能 适合 相对 论 条 件 . 最 后 可 以 指出 ， 
如 果 我 们 已 知 的 已 . 不 适合 (47. 3) ,那么 将 运动 方程 取 为 (47. 15) 时 , mo 必须 
认为 是 1 的 函数 . 我们 不 讨论 这 样 的 理论 . 


现在 回来 讨论 一 般 情 形 下 的 运动 方程 (47. 1), (47. 4). 让 我 们 
指出 , 目 G, 的 定义 ,G,U 与 & 的 关系 等 式 ,可 以 求 得 以 下 的 关系 : 
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CC = (m")c’, 


U: | CC” 十 C7 2 | en 2 c{G’ 十 (2 0) 


i =C0O/U = COU0/86), 
G = (U/c uu, 


U = mc’. 


其 中 最 末 一 式 是 最 值得 注意 的 . 


(0 


必须 在 此 指出 ,用 相对 论 去 研究 两 个 或 多 个 质点 的 运动 , 便 多 多 少 少 地 
遇 到 了 困难 ,姑且 不 去 讨论 两 个 质点 中 的 力 的 本 质 ( 因 为 这 可 能 包含 了 “ 场 ” 
的 问题 ,处 理 较为 复杂 ), 而 去 讨论 两 个 质点 的 碰撞 的 唯 象 
(deHoMeHororueckar) 理 论 . 令 1,2 代表 两 个 质点 ,那么 在 碰撞 过 程 中 ， 


GY a Go he 常数 CC 


(47. 21) 


代表 能 量 与 动量 的 守重 . 单 就 这 一 个 式 子 而 言 ,理论 是 没有 困难 的 . 写 出 运动 


方程 ， 
( 
eb 和 = BV2) ZE, 
ma?) 4 和 二 和 煌 | 二 BH2) TF, 
那么 由 于 (47. 21) ,我 们 要 求 


(1 a BV YZ FY EE (TL es B22) FD 一 0. 
这 显然 是 不 符合 相对 论 要 求 的 . 男 一 方面 ,如 采 假 定 
FD a F'2) =0 
A £ 》 
那么 我 们 不 能 获得 (47. 21). 此 外 由 于 
3 pe = ER = 
我 们 在 假定 (47. 24) 后 得 
EV FY 部 3 Ei 
在 上 式 中 消去 FPN), 得 


《7 本 2 2 FY 一 0. 


(47:22) 


(47. 23) 


(47. 24) 


(47:25) 


(M7 20) 


这 个 式 子 是 难以 想像 的 . 以 上 的 讨论 说 明了 即使 我 们 讨论 两 个 质点 的 碰撞 ， 
我 们 也 不 能 援 用 寻常 的 运动 方程 (47. 22), 而 必须 引入 场 的 观念 ,将 质点 与 场 
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的 运动 方程 一 起 考虑 . 

最 后 我 们 讨论 (47. 20) 式 ,这 个 讨论 是 重要 的 ,因为 由 这 里 曾 
产生 了 “ 唯 能 论 ” 的 唯心 思想 . 这 个 式 子 直至 现在 为 止 是 对 于 一 个 
质点 而 言 的 . 对 于 一 群 质点 , 它 也 成 立 (在 某 个 意义 下 ). 这 一 点 的 
证 明 如 下 . 令 G2 ,G2 ,… 为 各 个 质点 的 G 那 么 >,G% 显然 是 


一 个 矢量 GW,… 等 是 “将 来 "类 时 的 ,因而 习 G? 也 是 “将 来 "类 
时 的 . 因此 存在 着 一 个 观察 者 O ,使 对 他 而 言 

6 = 30 = 6 =0 0 = 

(47. 27) 
式 中 KK 为 一 个 大 于 零 的 数 .我 们 称 这 个 0° 为 静止 系统 ,而 定义 质 
点 组 的 静止 质量 M 为 
K/c:. 
如 果 男 一 个 观察 者 看 到 O° 以 速度 w 运动 ,那么 对 于 O 而 言 
S16 S01 — Pe)? CMa Mo MoussicM): 
(上 式 由 洛 伦 效 变换 得 来 . ) 因 此 , 它 所 观察 的 质量 M 为 M?(1 一 
Br) 悦 ,能量 U 为 cGs/i=Mrc? (1 一 Br) 习 , 因 此 质量 能 量 也 适合 
U 一 Mc:. 最 后 ,对 于 光波 而 言 ,我 们 自 平面 波 的 讨论 , 知 
= 而 | ee a 


， ， (47. 28) 
a 本 ER 2 
Ve 去 | x mav 人 7 
男 一 方面 , 叉 知 质量 mm 的 定义 为 
一 一 2 二 2 
mb ry dy， 


因此 U=mec? 对 于 平面 电磁 波 也 成 立 . 在 量子 论 中 ,我 们 知 频率 为 
y 的 光量 子 的 能 量 为 思 , 动 量 为 hv/c, 因 此 质量 为 (动量 )/( 速 度 ) 
= (he /eh ,LU Net EE ol = 
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i 于: 

由 这 个 式 子 ,可 见 在 任何 过 程 中 , 某 一 个 系统 的 品 ,m 的 变化 
AU ,Am 适合 

AL =A (47. 29) 

亦 即 能 量 有 了 增加 时 mx 也 增加 ,m 有 增加 时 UU 也 增加 . (47. 20) 
及 (47:29) 的 总 义 是 到 w 与 0 基本 上 只 是 一 个 量 ; 它 们 的 差别 内 是 
一 个 沼 数 倍 . 当 能 量 守 恒 时 ,质量 也 守恒 . 

唯 能 论 者 把 (47. 29) 曲 解 ,认为 这 意味 着 可 以 用 能 量 来 创造 质 
量 , 用 质量 来 创造 能 量 ,进而 认为 可 以 用 能 量 来 创造 物质 ,或 可 以 
将 物质 消灭 而 化 为 能 量 . 这 两 部 分 都 是 错误 的 . 首先 在 封闭 系统 中 
我 们 有 能 量 的 守恒 ,因而 有 质量 的 守恒 ;因此 如 果 系 统 中 有 两 部 分 
4,B, 4 的 能 量 的 增加 即 是 B 的 能 量 的 减少 ,同时 除了 一 负数 倍 
c 外 ,4 的 能 量 的 增加 即 是 4 的 质量 的 增加 ,B 的 能 量 的 减少 即 
是 B 的 质量 的 减少 . 当 一 个 正 电 子 和 一 个 负电 子 合 而 变 成 两 个 光 
子 时 或 两 个 兴 于 变 为 一 个 正 电 子 及 一 个 负电 子 时 ,整个 系统 的 总 
能 量 .总 质量 都 没有 变化 . 但 唯 能 论 者 以 为 电子 变 为 光子 即 是 质量 
变 为 能 量 的 过 程 , 巧 却 了 于 电子 .光子 都 有 能 量 、 质量 ; 写 却 了 电子 变 
为 光子 万 是 由 物质 的 一 种 形式 变 为 另 一 种 形式 .其 次 ,即使 可 以 目 
能 量 创造 质量 (或 使 质量 消灭 ) ,我 们 也 不 能 说 目 茶 些 非 物 质 性 的 
东西 创造 物质 (或 说 使 物质 消灭 ). 这 是 因为 物质 是 标示 客观 的 实 
在 的 一 种 哲学 范畴 0, 它 的 惟一 的 .不 可 改变 的 特性 乃 是 作为 存在 
于 我 们 意识 以 外 的 客观 的 实在 的 特性 ,而 能 量 、 质 量 都 是 物质 的 可 
变 的 (就 认识 论 而 言 ) 属 性 ,而 我 们 决 不 能 说 创造 了 一 个 属性 便 是 
创造 了 物质 . 事实 上 在 光子 变 为 电子 对 的 实验 中 , 廊 止 质量 是 增加 
了 ,但 光子 及 电子 对 的 作为 客观 的 实在 的 特性 , 丝 塞 没有 改变 . 光 
子 是 原来 的 物质 的 形式 ,由 这 个 形式 产生 了 “电子 对 ”的 形式 ;变化 
只 改变 了 物质 的 形式 ,没有 改变 作为 客观 的 实在 的 特性 ,也 没有 创 


@ ”列宁 :《 唯 物 论 与 经 验 批判 论 》, 第 292 页 ,中文 本, 人民 出 版 社 出 版 ， 
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质 . 
光 的 静止 质量 等 于 零 ,可 以 由 (47. 28) 及 (47. 20) 第 一 式 看 出 . 
上 3 

(m")’c’* = G0, = G:C— (U/c): = 0. 
可 以 证 明 , 光 子 的 G,U 等 式 与 质点 的 G,U 并 没有 什么 基本 上 的 
不 同 处 . 事实 上 ,在 质点 的 G,U 式 中 , 令 |z|==c 一 6, mo 二 


中: I 
hv6° /22c2 ,再 令 6->0, 得 


mou hy 2c—5/29—V2.. a 
IC| = Ey 1/2 人 
(= (26/c) C 
2 
moc 
We 加 二 BY) 一 Bm 已 天 


3 48 连续 介质 的 运动 方程 


根据 牛顿 力学 ,我 们 曾 建立 了 连续 介质 的 运动 方程 ,例如 流体 的 运动 方 
程 . 这 样 的 运动 方程 是 


Vv:put 0, (48. 1) 
ou 
p {E+ (VW) (CAR) 


式 中 o 代表 各 处 的 质量 密度 ,wu 代表 各 处 质点 的 速度 ,j 代表 各 处 的 力 密度 . 
对 于 各 向 同性 而 没有 黏 沛 性 的 液体 ,yj 可 以 证 明 为 一 vb,z 在 此 处 代表 压力 . 
除了 (48.1),(48. 2) 外 ,我 们 再 补 入 一 个 关于 po 的 式 子 , 例 如 
P= 二 常数 〈 对 于 不 可 压缩 的 流体 )， 

或 

RD =0, 
代表 着 p 与 p 中 的 一 个 关系 .通过 上 式 及 (48.1),(48.2) 及 适当 的 起 始 条 件 、 
边界 条 件 ,我 们 便 可 求 出 流体 的 运动 . 

(48. 2) 可 以 改写 为 

pdu/dt = f,， (48. 3) 

式 中 du/dz 代表 随 着 质点 运动 而 对 时 间 的 微 商 . 这 个 微 商 的 定义 是 : 如 果菜 
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一 个 质点 在 t 时 速度 是 wu, 在 1 十 At 时 速度 是 w 十 Au, 那 么 (48. 3) 中 的 du/dt 
即 是 

lim (Au/Az). 

At-—>0 
不 难 证 明 


du 
| (u * VUu, 


pe 
(48. 3) 可 以 改写 为 
d(pu)/dt — ul(dp/dt) = f. 
因 (48. 1)， 


de _ 
十 (uw 。V)p 


=— VY* (pu) 十 (KK V)O 一 一 0V 1 

因此 (48. 3) 可 以 写 为 

d(ou)/dt 十 puYv .7 一 上 厂 (48. 4) 

我 们 在 此 建立 与 (48. 1), (48. 4) 相 似 的 但 合乎 相对 论 要 求 的 运动 方程 . 

首先 让 我 们 假定 静 质 量 是 守恒 的 , 亦 即 假定 

y 。 (pu) 十 (90°/91) 一 0， (48. 5) 
式 中 p' 为 静 质 量 的 密度 (在 此 应 指出 : 虽然 静 质 量 是 标量 , 它 的 密度 不 一 定 
是 标量 ). (48. 5) 即 是 (48. 1) 在 相对 论 中 所 应 取 的 形式 . 假定 


(0 uiaor ouasict ) (48. 6) 
为 一 个 大量。 入 
Os/ ox, =0: (48.7) 
在 $33 中 ,我 们 已 证 明 
(1 一 a (48. 8) 
是 一 个 矢量 . 称 这 个 矢量 为 ww 得 
WW UUW 
0 0 0 


因此 上 值 的 共同 值 必然 是 一 个 标量 , 亦 即 


@ 例如 见 几 卫 .Jlannay 与 E.M.，JInqumu:《 连 续 介 质 力学 》, 或 较 易 的 书 如 G. 
Joos:《 理 论 物理 ) 第 九 章 . 
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pl1C— = 0 (48. 9) 
为 一 个 标量 (事实 上 o…” 乃 是 静止 系统 所 量 得 的 密度 ). 
令 ;为 流体 中 一 小 块 体 积 ,那么 体积 光 中 的 静 质 量 为 p96V. 称 已 .为 
此 体积 中 的 质点 所 受 的 “四 力 ”, 那 么 这 些 质点 的 运动 方程 应 为 


有 全 (psVu) 一 F,, (48. 10) 


亦 即 


A — 到) 到 {av 让 (PU,) + pi aV ) = 1 (48. 11) 


因 6V 在 一 秒 中 的 变化 为 
| 本 | | od 
得 
UR (48. 12) 
因此 (48. 11) 成 为 


ee wps) = (F/BV). (48.13) 


这 个 方程 即 是 (48. 4) 在 相对 论 中 所 应 取 的 形式 , 它 与 (48. 4) 是 极 相 似 的 . 
(48. 10) 的 形式 是 合乎 相对 论 的 ,但 (48. 13) 不 是 明显 地 合乎 相对 论 的 . 
我 们 可 以 将 它 改 为 一 个 明显 地 合乎 相对 论 的 式 子 . (48. 13) 花 括号 的 第 一 项 
可 以 化 为 
9 
(部 uv) 一 | 部 +u"D]| 


00 


ale B2)12 


人 3 9 1 
-| 人 


eM 了 
-| 总 + We 


Fn | lS (48. 14) 
又 可 以 算出 
Ou 1 
3 站 二 RR Vu 


‘1 
C2 CT == Or 
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我 们 将 (48. 14) 代 替 (48. 13) 花 括号 中 第 一 项 ,又 利用 上 式 , 获 得 运动 方程 


| 总 十 &。 vj ou, ne i 
Cs (48. 15) 
亦 即 
wm pw, 十 pm Bt, = Fall — BPE/BV, 
人 
亦 即 


O a 
Bz (© Wt) 一 下 (1 一 DB2)2/8V. (48. 16) 


自 (42. 19) ,我 们 知 8V/(1 一 B82)? 力 是 静止 系统 (对 于 5V 中 质点 不 运动 

的 系统 ) 所 测量 到 的 体积 5V", 乃 是 一 个 标量 . 因此 上 式 右 方 是 一 个 矢量 三 . 
因此 得 

0 u,) = f,. (48. 17) 

(48. 13) 表 为 (48. 17) 后 , 它 的 相对 论 性 便 显然 了 . 注意 有 ,fi,fs 也 就 是 寻常 


三 维 空间 的 力 F™ 的 密度 ;因为 F,(1 一 Br)? 即 是 寻常 的 力 op 
(48. 17) 中 的 (一 p "wpv,) 通 常 称 为 动量 -能 量 张 量 (kxnnernueckuit TeH30p 
3Hepran) ,以 90%, 代表 . 用 了 这 个 符号 ,我 们 得 


00,,/97x, =— f,. (48. 18) 
不 难 证 明 ,04 即 是 能 量 密 度 . 这 是 因为 
0 = po"c/( — PB)= pe/(1— B82)7. (48. 19) 
不 难 证 明 (0. ,0 05) 是 (一 ic) 乘 上 动量 密度 g. 事实 上 (014,0z4,034) 等 于 


a 
本 2 Cn BY a C 人 二 B2) 2 。 

(48. 20) 

也 不 难 证 明 (0,,0,03) 是 (一 i/c) 乘 上 能 量 流 密度 . 事实 上 ，(0 ,04s,0s) 等 


从 


一 一 a 二 二 二 | 去 (1 a (48. 21) 


et 这 些 情形 正 与 $ 44 中 的 ,的 分 量 
一 样 . 显然 地 ,将 (48. 18) 写 出 
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O 加 

本 下 本 1 ET fi 9 (48. 22) 
O 9 

az， ee 十 一 本 Or ER 站 (48. 3 


将 (48. 22) 对 三 维 空 间 中 某 体 积 积分 , 便 得 到 动量 守恒 定律 ,将 (48. 23) 对 三 
维 空间 中 某 体积 积分 , 便 得 到 能 量 守 恒定 律 . 因此 我 们 可 以 将 (48. 18) 认 为 是 
动量 ,能量 守恒 定理 的 微分 形式 . 
注意 (48. 18) 与 (44. 12) 有 一 个 符号 上 的 不 同 . (44. 12) 是 
OR OR /0 (48. 24) 
但 上 式 与 (48. 18) 都 代表 动量 ,能 量 的 守恒 .理由 是 : 在 (48.18) 中 是 0,, 的 
原 主 一 一 即 以 0,, 为 动量 -能 量 张 量 的 物质 一 一 所 受 的 力 , 而 在 (48. 24) 中 , 


其 他 物质 的 力 . 如 果 在 (48. 18) 中 ,我 们 假定 全 部 物质 所 受 的 力 是 洛 伦 效 力 ， 
得 


2 2 (48. 25) 
将 (48. 24) , (48. 25) 相 加 ,得 
Q(T,, + 0,) /3x, = 0， (48. 26) 


代表 物体 及 电磁 场 的 总 能 量 及 总 动量 的 守恒 . 
注意 j 乃 是 po wu( 参 阅 (48. 6), (48. 9) 式 ) ,因此 ，(48.7) 可 以 写 为 
Oth /O20. C48: 27) 
因此 (48. 17) 可 以 写 为 
pu, (Ou,/ Ox,) = f,， (48. 28) 
与 (48. 2) 相 似 . 
无 论 对 于 质点 而 言 ,或 对 于 连续 介质 而 言 , 角 动量 的 合乎 相对 论 的 讨论 
是 一 个 比较 困难 的 问题 ,在 此 不 宜 讨 论 . 理由 是 这 样 的 : 如 果 对 于 一 个 质点 ， 
我 们 引入 张 量 
MM = (48. 29) 
我 们 诚然 得 了 一 个 部 分 分 量 成 为 寻常 的 角 动 量 的 张 量 ,但 这 样 的 张 量 有 几 个 
分 量 明 显 地 包含 了 z, 因 此 它们 对 于 描写 质点 的 状况 而 言 不 是 一 个 适当 的 变 
数 . 
因为 相对 论 力学 不 是 本 书 的 主要 目的 ,我 们 在 此 不 拟 再 讨论 关于 相对 论 
力学 的 问题 . 
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$ 49 ”点 电荷 及 电磁 场 的 拉 格 朗 日 方程 


在 牛顿 力学 中 ,质点 及 质点 组 的 运动 方程 可 以 写 为 拉 格 朗 日 
方程 


9 
| 本 2 (49. 1) 


0 本 i Gg 
式 中 工人 代表 质点 或 质点 组 的 拉 格 天 日 函数 ,qi,q;,… 代 表 各 个 自 
由 度 ， q1 j 2 … 代 表 (dg1/dz), (dgq;/dt) Se 

我 们 亢 知 ,在 tist2,q1(t1) ,gq92 (ft1),*** ,g1 (t;) ,qz(t2),… 固 定 的 


情形 下 ,满足 (49. 1) 的 gd1 (£) ,qg2(t) ,… 使 
了 = | Lg ,92，…)91 02，… dz (49. 2 ) 


取 最 小 值 . 反 过 来 ,在 以 上 许多 量 固定 的 情形 下 使 (49. 2) 取 极 大 或 
极 小 值 的 gQ) ,必须 满足 (49. 1) 式 . 

在 这 一 节 中 ,我 们 证 明 电 磁场 的 运动 方程 一 一 即 麦 克 斯 韦 方 
程 一 一 及 点 电荷 的 运动 方程 

md?é,/ds: = ec-1H,(€1€€8)é, (49. 3) 

也 使 得 某 一 个 类 似 (49.2) 的 式 子 取 最 小 值 ,因而 也 满足 一 个 类 似 
(49. 1) 的 式 子 . 

为 简化 符号 起 见 ,我 们 已 将 (49. 3) 中 原 应 出 现 的 mx? 改写 为 
5 ,同时 也 只 讨论 一 个 点 电荷 . 将 理论 推广 到 几 个 点 电荷 是 极 容 易 
的 ,此 处 不 拟 写 出 . 

相当 于 (49. 2) 的 式 子 S (在 此 共 分 三 项 S1,S;,S) 等 于 Si 十 5S， 
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十 S3.S1 只 含有 质点 的 坐标 和 速度 ,Ss 只 与 电磁 场 有 关 ,S; 为 既 与 
< 等 有 关 而 又 与 电磁 场 有 关 的 一 项 .我 们 令 

Si1 一 一 mc’|ds 二 一 mc| (一 Ed (49. 4) 
令 -为 点 电荷 的 时 间 坐标 , 即 * 一 Eu/ic, 得 

S1 一 一 mc’|[1 = Co ed SR [= mc? 十 Tm |dr. 
在 上 式 右 方 中 取 去 无 关 紧 要 的 一 mc: 后 , 即 是 在 (49.2) 中 出 现 的 
区 dz dy| G1 
| le + [时 | 帮 ja 


我 们 令 S; 为 
| ee ca 


dt 


式 中 A, 在 (&1,6,,6,,64) 处 取 值 ,而 6, 6 等 是 固有 时 s 的 函数 . 对 
BN 
OWT—€) = Or — 1)0(r, — €)0(x3 — €3)0(t — 7) 

(注意 z 为 点 电 傈 的 时 间 坐 标 ) ,得 

时 e| (dé,/ds)8™ Ga -ss 
便 不 难 证 明 

|jsAnCzis tas Tsot) drdradrsdt (49. 6) 
便 是 (49. 5) 式 . 对 于 电 答 的 分 布 是 连续 的 情形 ,我 们 用 (49. 6) 作 为 
Se 的 定义 ， 如 果 令 ds 为 dxid zadad zi, (49, 6) 成 为 

人 | a (49. 7) 


Ws 三 aye 


= | H’*)dzxidzx,dzxsdt, (49. 8) 
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六 六 904; oe 
8 Oz, 


我 们 在 下 面 将 证 明 求 以 上 的 5 Se We 
动 方程 . 为 方便 起 见 ,我 们 称 S, 式 中 被 积分 项 为 质点 的 拉 格 朗 日 
量 ,以 L” 代表 , 称 Ss 式 (49. 6) 中 被 积分 项 为 作用 拉 格 朗 日 量 ,以 
L' 代表 , 称 8 ,8 式 中 被 积分 项 为 电磁 场 拉 格 朗 日 量 , 以 LY， 
Da 代表， 

信 得 相 出 2702978. 5S 和 是 不 这 最 这 
保证 了 讨论 $ 的 变化 而 获得 的 微分 方程 是 适合 相对 论 条 件 的 . 反 
过 来 ,为 了 保证 后 一 点 ,我 们 选择 51,Ss,5; 等 时 ,必须 使 它们 为 不 
变量 . 这 大 大 地 限制 了 可 以 选择 的 形式 . 事实 上 ,由 E,H 所 组 成 的 
不 变量 ,基本 上 只 有 

Bg [4 oHaln) = = (E. H)’: (49.10) 
两 个 及 它们 的 函数 . | 注意 EpoHisHw 是 腊 标 量 . | 因此 如 果 要 求 
Ss 只 含有 EE,H 而 不 含有 ee 的 高 于 二 次 的 乘积 , (49. 8) 是 惟一 
的 选择 (除开 一 个 常数 倍 外 ). 此 外 ,值得 指出 ,虽然 (49. 6) 及 
(49.9) 都 含有 4, 前 者 是 规范 不 变量 ,而 后 者 只 对 于 满足 洛 伦 兹 条 
件 的 4 才 是 规范 不 变量 . 事实 上 ， 
[24s + (CawaroD]Jday = | hd + Jides 


S。 二 deidrad rsdt. (49. 9) 


二 | © | iAsd'V. (49. 11) 
让 我 们 先 讨论 $ 对 于 & 的 变化 .为 此 ,我 们 只 讨论 Sj 十 S; 的 
变化 .很 显然 地 ,如 果 令 S, 等 于 (49.4) 最 右 方 的 式 子 ,那么 因为 & 


等 不 是 独立 的 ,在 变化 时 必须 注意 到 6,&, = 一 c? 的 条 件 而 应 用 拉 
格 朗 日 乘 子 法 . 为 避免 这 一 点 ,我 们 引入 另外 一 个 变数 c, 作为 点 
电荷 的 世界 线 的 参量 ,将 世界 线 表 为 
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S == (os é 二 护 的 )5 Sy 要 Ep 


301 


C49. 2 


注意 在 讨论 和 的 变化 时 ,这 个 o 与 ;,t 间 没 有 确定 的 关系 . 这 样 ， 
déw/do 中 便 没有 必须 满足 的 条 件 . 引入 名 ,人 代表 dé。/do， 


dé /do ,将 Sil 十 S2 改写 为 


1 £1) 二 
-一 mc| (一 ud5 二 Ce/c)|&%4ude， 


将 上 式 中 被 积分 项 称 为 L' ,我 们 算出 
OO] mcé, e 
OE 


L 


A 


OL € Od, 
CB Oe 


因此 拉 格 明日 方程 


成 为 
mcé, mcé, (€,€,) 6 04， 
(— SMe (二 


C TO 


现在 用 下 式 右 方 代替 6 ,6: 
Sr é,(ds/do) 


”= €,(ds/do)’ 十 所 (dzs/da2)， 


mé, 一 (e/c) Hté, 一 0. 
现在 讨论 $: 十 $; 亦 即 


一 5 


6 一 


(49. 13) 


/ 
C oOé, c a 0 


(49. 14) 


(49. 15) 


| da | eh 


(49. 16) 
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对 4, 取 变 化 而 获得 的 式 子 . 注意 在 上 式 中 五 定义 为 964,/9x, 一 
934./azx, 因 此 上 式 取 

| 0 WE (49. 17) 
的 形式 ,而 我 们 讨论 它 对 于 4 的 变化 . 当 4. 有 变化 而 变 为 4, 十 
6A, 时 ,GOL4,/Oz。 变 为 

34,/azr, + 0(5A,)/9z,, 
因此 (49. 17) 的 变化 为 
ov ov A 


[dzidzsdzsdzsl 3 十 3(34,/azr,) ax， 


ov 9 aVv 
人 二 
ov 
a jas， 了 
因此 在 “hj 在 V 的 边界 上 不 变 ” 的 条 件 下 使 (49. 17) 为 最 大 (或 最 
小 ) 的 Zi 必须 满足 


> 


Br 0. (49. 18) 
因此 我 们 获得 
QH, dn. 
a (49. 19) 


如 果 令 态 ;, 石 ,, 卫 ,, 一 iEs, 一 iE,, 一 iEs 为 张 量 Hs 二 04,/9x, 一 
34./aw 的 23,31,12,14,24,34 分量 ,麦克 斯 韦 方 程 中 的 
V:H=0, VXE=—c- 0H/d 
已 经 满足 . 当 (49. 19) 满 足 时 ,麦克 斯 韦 方程 组 中 另外 两 个 方程 
一 一 即 含 有 2 及 j 的 方程 一 一 也 得 到 了 满足 . 在 此 可 以 附带 地 指 
出 在 这 个 讨论 中 ,A 不必 满 足 洛 伦 兹 的 规范 
加 次 
最 后 讨论 Ss 十 Ss 对 hj 取 最 大 或 最 小 的 情形 ,Ss 十 S; 为 


证 1 SR SA 
| dd 


(49. 20) 
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用 同样 方法 ,算出 
2980 — Vv 


(49. 21) 


OO, C 
这 里 我 们 依旧 令 五;, 石 ,, 瑟 :, 一 iE4, 一 iEy, 一 iE; 为 张 量 互生 
34,/ar, 一 34./a 必 的 23,31,12,14,24,34 分量, 使 麦克 斯 韦 方程 
组 中 两 个 不 含有 p,j 的 方程 获得 满足 . 为 使 得 含有 po,j 的 两 个 方 
程 获得 满足 起 见 ,我 们 只 需 引 入 适当 的 起 始 条 件 , 理 由 如 下 : 训 见 
(49. 6) 前 的 一 个 式 子 , 它 满足 9j,/9zxw 二 0, 因 此 上 自 (49. 21) 得 


34 /azr,arBz, =— (4r/c)91./azr, = 0， 
亦 即 
LI(9A,/9x,) = 0. (49. 22) 
如 果 令 在 t=0 时刻, 在 任何 地 点 
3A,/9zr, = 0， (49. 23) 
3(34,/azr,)/atr = 0， (49. 24) 


那么 由 (49. 22) 知 在 任何 时 刻 任何 处 ,(49. 23) 也 满足 (因此 在 任何 
时 刻 任何 处 (49. 24) 也 满足 ). 由 此 便 获 得 了 

ee 

Ox, OR ON or, 
亦 即 是 所 需 的 麦克 斯 韦 方 程 . 

所 以 在 这 个 变 分 法 中 ,我 们 要 求 起 始 条 件 (49. 23), (49. 24). 

只 有 在 这 个 起 始 条 件 下 ,使 5; 十 S; 最 大 或 最 小 的 A 能 使 得 与 此 
相应 的 ,HH 满足 麦克 斯 韦 方程 . (49. 24) 可 以 改 为 
3 人 | 324， 


Bt 


oA 
一 一 Ee 一 Se (49. 25) 


0 OA /ODO = 


ee ny 一 Ej (49. 26) 
亦 即 
V .无 一 4x0. 
因此 起 始 条 件 也 可 写 为 
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V .4 十 c- (09/9t) = 0， (49. 27) 
VE -=n (49. 28) 


至 于 此 处 求 得 的 微分 方程 中 的 4 究竟 使 $ 为 最 大 还 是 最 小 ,可 以 极 容 
易 地 解决 .事实 上 ,如果 (49. 2) 简 化 为 


3 = | ze ,q1)dt， (49. 29) 
二 
而 又 如 果 
2 
2 Sy (49. 30) 
oalioal 


那么 满足 (49.1) 的 qi(G) 使 $ 为 极 小 . 如果 上 式 中 的 “二 ” 改 为 “< 二 ”, 那 么 满足 
(49. 1) 的 gq1(z) 使 S 为 极 大 . (49. 30) 称 为 勒 让 德 (Legendre) 条 件 . 因此 在 一 
个 质点 的 运动 情形 下 ,质点 的 真正 运动 使 (49. 29) 为 最 小 .我 们 可 以 用 导出 勒 
让 德 条 件 的 方法 ,来 讨论 在 此 Si 十 Sz 十 Ss 的 最 大 或 最 小 . 如 果 不 要 求 数学 上 
的 严格 ,可 以 证 明 以 上 所 导出 关于 ,Ay 的 微分 方程 ,使 Si 十 S; 十 Ss 为 最 


A 


350 能 量 张 量 


如 果 讨 论 的 对 象 都 是 场 ( 即 没有 质点 ), 而 又 如 果 它 们 的 分 量 满足 类 似 
(49. 18) 的 式 子 , 那 末 我 们 便 立 刻 可 以 寻 到 一 个 张 量 7%, 适 合 97T%/9zx, 二 0. 
将 各 种 不 同 的 场 分 量 写 为 B” ,B"”,…,(49. 18) 成 为 
ovV 9 ov 


DB ax, 3(35w/az。,) 二 0. G50. 1) 
将 BY 代表 9365%/azo, 将 
9 
二 一 nV (50. 2) 
定义 为 Tw ,我 们 利用 (50. 1) ,立即 证 明 
_9_Trean -了 | ov J B® LO 
OA OR OP BY Oxyo2, "@ 
4 B® + ov 9B'® = 和 之 B® oF 9B® 
Se dB ozom WB 7 3B.” OX0%, 


一 0. (50. 3) 
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( 右 方 第 一 项 的 改变 是 利用 (50. 1) 的 结果 . ) 此 外 ,如 果 对 于 洛 伦 效 变换 而 言 ， 
业 是 一 个 不 变量 ,那么 我 们 可 以 找到 一 个 三 级 张 量 Mn 满足 出 


a (50. 4) 
3M /az, = 0. (50. 5) 
事实 上 ,如 果 在 一 个 极 小 的 洛 伦 兹 变换 
二 
中 ,Bow% 恋 为 
再 (50. 6) 
A Zn 
zx,6 十 3B ((S8 B)® 一 已 BO 一 [ms 站， CR 


式 中 张 量 [y,vj 代 表 这 符号 前 的 各 项 将 v,p 对 调 后 的 和 .Tw ,Mm 在 某 个 意 
义 上 可 以 称 为 能 量 张 量 及 角 动 量 张 量 . 

在 我 们 这 里 ,讨论 对 象 是 4 及 6 ,而 不 是 一 个 场 . 因此 我 们 不 能 令 不 
同 的 B 代表 4 和 而 直接 应 用 以 上 的 讨论 . 让 我 们 先 讨论 没有 质点 的 情 
形 , 那 时 B" 即 是 4. 应 用 上 面 的 式 子 , 令 亚 为 一 (1/16n)HmHom, 获 得 

1 24， J 


Tw = > ~ Ax Be 人 二 更 及 (50%3) 
ee ko 二 (50. 9) 


以 上 的 Tw 的 式 子 有 两 个 缺点 ;第 一 , 它 不 是 对 称 的 ,第 二 , 它 不 是 一 个 规范 
不 变量 .第 一 个 缺点 是 不 严重 的 ,因为 我 们 可 以 引入 一 个 新 张 量 T%, 定 义 为 


S can 1 9 can 1 9 Can 
To 一 27 mw + x Se 0 -2 +[x;vj® (50. 10) 
而 这 个 新 张 量 满足 
Te = TY, (50. 11) 
3a7w/ar, = oT /0x, = 0. (50. 12) 


一 点 可 以 直接 由 定义 证 实 .因此 ,(50.8) 的 主要 缺点 是 它 在 规范 变化 下 有 


@@ 参阅 T.S. Chang( 张 宗 料 ) ，Proc。 Camb. Phil， Soc. 44(1948)76. 该 处 的 M 
是 此 处 的 M 的 一 半 . 
加 ” 见 注 QD 所 指 的 文献 . 
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所 变化 .用 上 页 注 QD 所 提起 的 文献 中 的 方法 ,我 们 可 以 另 获得 一 个 新 张 量 
Ts 满足 T==Tw 及 


S10 OT 
这 个 新 张 量 等 于 
有 二 {— Fo — Fow + Fon}, (BOmlS) 
式 中 Fj 代表 
二 1 hs nl (50. 14) 
不 难 算出 这 个 新 张 量 Tj 等 于 
—z2 HuoHwt TH HD. Cho 15) 


这 即 是 (44.13) 中 的 张 量 . 这 个 张 量 是 一 个 规范 不 变量 ,以 后 这 个 张 量 用 Te 
代表 . 
最 值得 指出 的 便 是 : 如 果 令 


1 84 04 
8r Oxg az 


那么 (50. 8) ,(50. 9) 都 有 了 改变 ,但 用 上 页 注 中 所 指 文献 中 的 方法 而 获得 的 
7 也 是 (50. 15) ,与 上 面 的 结果 完全 相同 . 

以 上 是 没有 点 电 葵 的 情形 ,现在 引入 点 电 答 ,首先 必须 获得 相当 于 
(50. 3) 及 (50.5) 的 两 个 式 子 . (50. 3) 及 (50. 5) 两 个 式 子 事实 上 是 由 于 在 某 一 


中 (50.9),(50.15) 的 具体 计算 过 程 如 下 . 首先 ,因为 4v 是 矢量 ,得 
lm(S AA)" = lapdp, 


由 此 得 
人 
因此 
人， 


由 此 得 (50. 9) 式 .由 下 on 的 定义 , 知 
1 
Fp = Br lp 一 AvHpp). 


因此 
ge A a _ 94. | MP 
a Fw 一 pn 十 Pwr?} = 4 EB 4 4 SR 


OHw/9xp 二 0， 上 式 右 方 成 为 (4x)-1(B8Ap/9xzp)Hw; 因 此 (50.13) 成 为 (50. 15). 
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个 体积 上 的 积分 
| 之 2 XTX3 wd dd 


对 于 坐标 系统 的 原点 的 移动 及 对 于 坐标 轴 的 转动 不 变化 而 获得 的 山 . 因此 ， 
我 们 在 此 考虑 
< mc| (一 A | Ap 
I 
对 于 坐标 系统 的 原点 的 移动 及 对 于 坐标 轴 的 转动 而 产生 的 变化 . 因为 这 个 变 
化 必须 等 于 零 ,我 们 便 获 得 了 相当 于 (50. 3) 及 (50. 5) 的 两 个 式 子 . (我 们 在 此 
先 令 LL™ 为 一 (1/16x)HwmHm, 以 后 再 讨论 LY 为 一 (1/87) (894p/9xe) (34p/ 
axo) 的 情形 . ) 
必须 指出 , (50. 16) 中 第 三 个 积分 是 四 维 空 间 中 某 一 部 分 体积 的 积分 ,不 
是 全 部 空间 ,而 第 二 个 积分 写 为 


jsArdndrdzsd 


时 , 它 的 积分 区 域 应 该 与 第 三 个 积分 的 积分 区 域 相同 . 因此 如 果 令 s1 ,sz 代表 
质点 世界 线 与 体积 边界 相交 处 的 固有 时 ,(50. 16) 的 第 二 个 积分 的 积分 极限 
应 该 是 ss:. 又 因 (50. 16) 的 第 一 、 第 二 个 积分 的 积分 极限 应 该 相同 ,第 一 个 
积分 的 积分 极限 也 是 susz. 积分 区 域 及 积分 极限 的 相同 ,对 于 (50. 16) 在 原点 
移动 情形 下 的 不 变性 ,是 没有 关系 的 ,但 对 于 下 面 式 子 ( 例 如 (50. 17)) 的 有 
效 , 是 有 影响 的 . 

当 (50.16) 中 的 原点 有 所 移动 ,而 它 自己 的 值 不 变 ,我们 获得 


Ln le: 让 | a 
Ras: | mt, + SA, lds = 0. (50. 17) 


这 个 式 子 不 拟 在 此 导出 ;读者 可 以 参阅 305 页 所 指 文献 ,用 了 这 文献 中 的 方 
法 可 以 导出 上 式 . 因为 上 式 中 第 二 项 ( 即 de lls 一 项 ) 是 规范 不 变量 ,所 
以 第 一 .第 三 两 项 的 和 一 定 是 规范 不 变量 . 第 三 项 可 以 写 为 


@ 参阅 305 页 注 Q@@ 所 指 文献 ,或 H.J]. Bhabha, Proc. Indian Acad. Sci. A21 
(1945)241. 这 个 方法 是 一 般 性 的 ,由 此 可 以 获得 两 个 守恒 的 式 子 ,由 此 获得 能 量 及 角 
动量 张 量 的 式 子 . 
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= A kg 一 一 | ,dzidxzdzasdr 


王 | OM CO GE dy 
C 


Ox, Dr Ew 
2 (4) 
-一 去 |{ 妖 3 | 台所 ED RE Hy) 史 
ol OXON, 1C 


了 
4TEICO | OT 


Ee 


因此 
i ee a te ,jds, De 省 Cmé)ds -一 QO: (50. 18) 


ic A 47 Ox 
上 式 中 第 一 个 积分 中 的 被 积分 项 正 是 Tw , 正 是 (50. 15) 式 .以 上 说 明了 将 
T% 及 其 他 含有 4 的 项 合并 ,非但 使 混合 的 量 成 为 规范 不 变量 ,同时 也 获得 
了 对 称 的 张 量 . (50. 18) 可 以 写 为 微分 的 形式 . 左 方 第 一 项 可 以 变 为 
二 | (aT,/3x doV, 
第 二 项 可 以 写 为 
— | nt)ds—— [C/O HS) bds 


2 i Garidzd rd 


有 | 你 


因此 (50. 18) 可 以 写 为 


1 


全 = Hj, (50. 19) 


正 与 $ 44 中 的 结果 相同 . 

当 (50. 16) 中 的 坐标 轴 的 方向 有 所 转动 ,那么 由 于 (50. 16) 的 不 变 , 我 们 
获得 

志 jceas — sm) A 4) = 

(50. 20) 
这 个 式 子 也 不 拟 在 此 导出 . 我们 将 最 末 一 项 加 以 整理 ,得 
e d 
3 le de ed, 0 
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Ei 34.(6): 
二 e [a | A + 46 一 Ab| 


] doyr /384,. 0A,.. 
EY 


= _ 94 oHg 
0 


Ne oF op Ea | 


Op 6 Oxo 
ee | 2 3 oA yy 
- J on ORs 2 


站 从 EL = AoE | “村 | 9 


而 上 式 中 未 写 出 的 项 等 于 
oA, 94, 24, a 
= 3 "a 
因此 (50. 20) 0 
外 34， 34. | 
二 Llass{ = Bx Ler 十 = oS 


与 第 一 项 合并 ,得 
二 [EasT - Tez]dS，_ -| J Sm(éé, — 6,) = 0. (50.21) 
(50. 21) 中 的 张 量 
LY 
的 某 些 分 量 正 是 $ 3 的 角 动 量 密度 等 等 . 由 (50. 20) 式 ,作出 6&6, 一 6&6 对 s 
的 微分 ,以 Ce/c)His(§) 总 代替 mm 上 ,再 以 ) 代替 二 (同时 将 对 * 的 积分 改 为 对 
空间 体积 的 积分 ) , 便 获 得 了 
a = = CG — ZH ojo). 0 
这 个 式 子 也 可 以 直接 由 (50. 19) 而 获得 
以 上 证 明 在 表示 角 动 量 守 人 恒 的 式 子 (50. 20) 中 ,如 果 我 们 将 含有 4 的 项 
合并 , 便 获 得 了 一 个 规范 不 变量 ,作为 新 的 角 动 量 张 量 ,而 这 个 张 量 正 是 我 们 
以 前 的 理论 中 所 讨论 到 的 . 
最 后 可 以 指出 , 自 (50.18) 可 以 直接 算出 
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XT 0 (350323) 
计算 如 下 . 6% 的 定义 为 一 puxw( 3 48), 因 此 对 于 一 个 质点 ， 
avd: 下 jpmuaead 二 本 | 2 RE m|ééds. 

又 考虑 到 0 只 在 质点 所 在 处 不 等 于 零 的 事实 ,我 们 便 获 得 

We mo 和 和 GD)89 人 (50. 24) 
因此 

090,,/9x,= 一 m|s é i — €)6(¢ — 7) Jds 
we ee 


mo [d(x — €)6(t — 7z) lds 
入 六 | d TAG3) 
Sm 下 [6 (xO— 6 — 7) lds 


= m| £6 (x — 6(t — tds. (00225) 
另 一 方面 , 自 (50. 18) ,我 们 得 
0= Gc) IT,dS, — ed = (‘er 7 Oy) 
jas 一 | jer- 


二 |mé,8® (x — €)0(tC— ds} (dzidxodxadt). (50. 26) 


由 (50. 25),(50. 26) ,我 们 获得 了 (50. 23) 式 ， 

在 导出 (50. 17), (50. 20) 时 ,我 们 曾 以 一 (1/16x)HwHw 作 为 电磁 场 的 拉 
格 朗 日 量 . 不 难 证 明 , 如 果 我 们 用 一 (1/8x) (3Ap/9zxe) (3Ap/9zxo) 作 为 拉 格 朗 
日 量 , 我 们 的 最 后 结果 一 一 指 (50. 18),(50. 21) 一 一 是 完全 与 前 相同 的 . 换 名 
话说 ,我 们 也 得 到 规范 不 变 的 张 量 ,而 它们 具有 所 需要 的 对 称 性 ,又 与 以 前 最 
时 的 理论 (8$ 3) 中 所 讨论 的 一 样 . 


$51 质点 运动 的 正则 方程 
在 这 一 节 中 ,我 们 讨论 质点 运动 的 正则 方程 . 首先 ,让 质点 固 


有 时 * 为 独立 变数 ;这 样 我 们 才能 令 正则 方程 明显 地 取 适 合 相 对 
VO 


第 八 章 ” 拉 格 朗 日 方程 及 哈密 顿 原理 3 


根据 寻 第 力学 中 的 方法 ,我 们 目 拉 格 明日 函数 过,2) 引入 广 
义 动量 


pi = OL/9gq:, (51. 1) 
再 引入 哈密 顿 函数 
S00 = pra): C5 12) 
在 这 里 如 果 我 们 机 械 地 运用 以 上 的 办 法 ,选择 工 为 
= a) Gn 


那么 由 于 上 式 为 6 的 齐 次 一 次 的 函数 ,H 恒 等 为 零 , 因 而 无 法 获 
得 正则 方程 .即使 我 们 任意 地 引入 质点 世界 线 的 一 个 参量 oc, 引入 
和 三 dp/do 而 将 (51. 3) 换 为 
= ee Ce ed 
同样 的 困难 依然 存在 着 . 因此 引入 这 样 一 个 参量 c, 没 有 什么 好 
处 . 
如 果 将 (51. 3) 换 为 


人 + (e/c)4.6， I 
我 们 可 以 运用 以 上 所 述 的 力学 中 所 运用 的 方法 .但 我 们 不 这 样 做 . 
首先 ,我 们 必须 注意 到 (51. 3), (51. 4) 中 的 不 是 独立 地 变化 的 ， 
而 必须 满足 6.6, = 一 c?, 因此 (51. 3),(51. 4) 实 际 上 是 相同 的 . 当 
6, 必须 满足 某 些 条 件 时 ,以 上 所 述 的 力学 方法 必须 加 以 改变 ,这 个 
改变 了 的 方法 见 下 面 . 其 次 ,在 一 般 情形 下 ,《51. 4) 不 如 (51. 3)， 


为 如 果 我 们 愿意 引入 c 而 将 66, = 一 c? 的 条 件 取消 ,那么 相当 于 
(51.4) 的 S 为 


| 二 (ce dc， 
而 它 的 数值 与 c 的 选择 有 关 ， A ti 
让 我 们 讨论 在 5 = 一 c? 条 件 下 , (51. 3),(51.4) 对 s 的 积分 
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取 最 大 或 最 小 时 的 §, 亦 即 是 在 这 条 件 下 , (e/c)Asés 对 s 的 积分 取 
最 大 或 最 小 时 的 &. 以 (el/c)4é, 为 拉 格 朗 日 工 , 用 拉 格 朗 日 乘 子 
法 ,我 们 获得 

(aL Ce/e) A -十 Re jd 三 8 


亦 即 

d e e 9A,(€): 

(7), = £4,(6) | 一 Ce 0 51 5) 
式 中 7 为 拉 格 朗 日 乘 子 ,可 以 为 ;的 函数 . (51. 5) 会 同人 ,= 一 
乃 是 我 们 的 全 部 方程 ;由 它们 可 以 决定 7 及 &. 不 难看 出 ,w 必然 是 
一 个 常数 ( 即 与 无关) 名 实 上 ,(51.50 有 是 


2 dy; a pe 
CT 


乘 以 弓 , 即 得 

一 cz(dy/ds) = 0， CB1.7) 
因此 7 是 一 个 常数 . 令 7 为 m,(51.6) 即 是 我 们 所 需 的 运动 方程 
(49. 15). 因此 我 们 的 运动 方程 (49. 15) 中 的 &(s) 使 (e/c)Apf, 对 s 
的 积分 取 最 大 或 最 小 . 

可 以 将 (51.5) 及 名 所 适合 的 条 件 686 二 一 c? 写 为 正则 方程 的 
形式 . 这 个 方法 的 一 般 理 论 见 作 者 所 著 的 一 篇 论文 出 ,不 拟 在 此 讨 
论 .我 们 只 在 此 应 用 这 个 理论 . 我们 的 五 的 定义 应 该 是 

pp 6/0 A (51. 8) 
而 式 中 的 六 是 pw,# 的 函数 ;它们 及 某 一 个 函数 7 由 下 列 五 式 
ps = OL/0é, + 70) /98, = Ce/c) As + WC,, 


(51. 9) 


@ 下 . S.Chang( 张 宗 燃 ), Proc. Camb. Phil. Soc. 43(1947)196，, 或 Proc. Roy. 
Soc. A183(1945)316. 
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Eé, Se 党 C0]: 10) 
一 齐 决定 (注意 这 五 个 式 子 恰好 决定 了 7, 如何 为 pp, 44(&) 的 函 
数 ). 由 (51. 9),(51. 10) ,我 们 获得 
|p, 过 EA |p. EA 126.6， > J 
因此 


全 公 


小 
ET 
CO 
(a 


ea ne 
全 人 < 4,| 一 


以 此 代入 (51. 8) 右 方 ,得 


H=—c{(— lp, 一 (Ceh/c)4 lpo — (Ce/c)A,)}?. (51.11) 
不 难 验 证 用 这 样 的 五 所 构成 的 


人 = (51. 12) 
乃 是 运动 方程 . 事实 上 ,由 上 式 , 得 
和 = 人 G1) 
| ee hp A 
dp cf po 一 (e/c)Ao] 49 
有 一 
CB 1] 
由 (51. 13), (51. 14) 得 
有 Co 
of 0 Cale i 


因此 
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一 ?| p, 了 £4, 2 ee ee, | 


ds C Oe, 
2 1411[34o _ 924 
== 2 2 ls Be | é&, 
2e 


le 二 敬 - 怠 am-。 
了 
{»…} = [po — Ce/e) A Lpo — (ele) do], 
故 它 是 一 个 常数 . 令 之 为 一 m?c?,(51. 13) 成 为 
mé, = ps — (e/c) A G8 
由 上 式 及 (51. 16) 得 
人 


=— (e/c)(34,/36)6 — (e/c) (0A,/98,)é, 


= (e/c)H,(é)é,, (51. 18) 
即 是 我 们 以 前 的 运动 方程 . (不 妨 在 此 附带 地 指出 ,如 果 令 五 等 于 
(1/2m) (ps 一 ehp/c) (po 一 eho/c), 也 能 达到 以 上 的 目的 , 即 证 明 
C51. L277 全) 
(51. 11) 中 的 五 ,是 对 于 独立 变数 :的 哈密 顿 了 水 数 ,此 后 我 们 
用 政 ' 来 代表 它 . 显然 地 ,我们 也 和 希望 讨论 对 于 时 间 变 数 r 的 哈 窗 
顿 方程 
a 一 一 人 
(Sl 19) 可 以 由 (51. 12) 而 获得 ,经 过 如 下 . 
在 
区 
中 求 ps, 获得 .py 为 pi1,pz,p3,561,62,63,7T 的 函数 (注意 刀 ==icz). 称 
这 个 函数 为 
人 C51 21) 
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2 二 于 
I CS 0 7 a CR ED ) = ji 03 C5 22) 
我 们 得 


i109 /oo 
C 四 5 国 AH:/9p,” 
(B1323) 
iaH__ 3H'/op 
c Oop: oH:/9ps, 
由 此 便 得 我 们 所 需 的 结 
di dy DN de/dsn 故人 /oo [一定 | 当 = 光 
和 
和 1C Se 1C Se = ic 一 一 一 一 CE 
dr “de “~ dyd oF To 
, ! OF oH 
——ic|— | = OE, (k = 1,2,3). 
用 以 上 的 方法 求 出 


a 
2 


HS 村 古人 
利用 (51. 17) ,不 难 算出 五 的 值 等 于 


e0 十 7zc2]/(] 一 B2)2. (51S25) 
因此 五 不 等 于 质点 的 能 量 mc?/(1 一 8?)? ,而 等 于 它 加 上 eg 我 们 
在 下 一 节 中 将 证 明 如 果 讨 论 电 磁场 及 质点 的 总 哈密 顿 量 ,那么 它 
等 于 两 者 的 能 量 的 和 . 换 句 话说 ,如 果 分 别 地 讨论 质点 的 哈密 顿 量 
或 电磁 场 的 哈密 顿 量 ,那么 它们 都 不 等 于 质点 及 电磁 场 的 能 量 ; 只 
有 讨论 它们 的 总 哈密 顿 基 时 ,我 们 才 获 得 总 能 量 . 
这 里 的 结果 (51. 19), (51. 24) 也 可 以 用 下 法 获得 . 即 在 一 开始 
时 我 们 令 质 点 的 时 间 坐 标 r( 或 妨 为 独立 变数 ,而 只 装 论 9 十 S。 对 
于 三 个 函数 和 (rz), 纪 (rz), 和 (rz) 的 变化 . 那 时 将 SS 代表 dé;/dr, 将 
SS 于 SS 改写 为 


全 mc| (一 le! a eG [Cat Sa ) 
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这 样 ,我 们 便 可 以 运用 力学 中 所 用 的 方法 ,结果 便 是 (51. 19) 及 
(51. 24) 式 . 这 样 的 理论 在 形式 上 破坏 了 相对 论 的 形式 .但 当 我 们 
将 质点 与 电磁 场 一 齐 讨论 时 ,这 个 理论 比较 更 方便 些 .详情 见 下 一 
和 
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现在 讨论 电磁 场 及 质点 的 运动 方程 一 齐 写 为 正则 方程 的 情 
形 . 在 此 我 们 讨论 质点 的 坐标 ,62 ,és 如 何 为 1 的 函数 ,同时 讨论 
对 于 一 个 固定 的 /及 固定 的 (ziyzzyzs)， A (1 人 
的 函数 . 因此 在 A,(x,z) 式 中 ,wx 的 地 位 相当 于 参量 或 “记号 ”; 它 
们 用 来 说 明 在 许 许 多 多 函数 A,(x,it) 中 我 们 究 况 讨论 哪 一 个 , 因 
此 它 的 地 位 正 同 (2) 的 i 一 样 .用 这 样 的 精神 来 讨论 ,i 成 为 惟一 
的 独立 变数 . 
我 们 将 S 写 为 
| za 《8221) 
称 式 中 工 为 总 拉 格 朗 日 量 . 它 等 于 
一 Mic(c2 — EE YY Ce/c) LA (ELE — cp(€,t)] 十 | 


(6 = dé/dt, dix 一 dzidzzdz3) (2 2) 

首先 订 褒 这 一 是 更 ”的 傅 彩 5 由 加 开 三 《Je 一 
9Ao/9zxo) (346o/9zxo 一 04o/9xo) 的 情形 . 

在 此 应 用 寻常 力学 的 方法 时 过 到 一 些小 的 困难 , 即 在 寻常 力 

学 中 变数 是 有 限 个 ,而 在 这 里 ,Ay(x) 有 “无 限 ” 个 . 这 个 困难 不 是 

严重 的 ,我 们 可 以 在 开始 时 限制 zi ,zz ,zs 等 都 分 别 地 成 为 某 一 个 

数 a 乘 上 一 个 整数 ,而 同时 限制 |n | 不 超过 某 一 个 整数 入. 在 如 

此 限制 后 而 获得 的 式 子 中 ,我 们 令 a 趋 近 于 零 ,N 趋 于 无 穷 大 ,所 

获得 的 结果 即 是 我 们 所 需要 的 . 我 们 在 此 只 写 出 计算 的 结果 而 把 
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计算 过 程 省 略 . 
质点 的 动量 pi; 的 定义 是 
oL mcé, e 
(Gt) 52. 3) 
全 2 有 有 C62) 
4.(x) 的 动量 是 
oC J ods 0 
0 
CS 
总 哈密 顿 量 
H™°™ 一 p,é 十 | Paavapdzz 一 也. (52. 5) 
出 (52.3), 
e 2 rd 
Be 
|» < ee 
由 此 得 


Se 和 clp 一 (e/c)A EE 
i mic 二 + [p— (e/c)AJ 


(52. 5) 中 的 一 部 分 
万 6 四 A 十 mc(lc’ SS 


可 以 化 为 
mcé Ee a mc’ 
0 
一 c{7a2c2 十 [PP 一 (e/c)AT}'®, 0) 
即 是 (51. 24) 中 第 二 项 . (52. 5) 中 其 他 部 分 为 
oA, . 94|94, 
ep+ |dix dt “ Or 
ea 2 | dA 2 
了 az ) 狼 3ar， azr， 
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94 9A,194 
3 A 4 ja 
=ep+ [dx 47 二 | ot 冯 | ot 
上 [a 要 2 党 
TUOF Ox/ 0O% 
人 3 
8rc dt Ox) or 
9 
一 ep(é£) 十 - azl Dm -二 iC 2 
Lk 
了 避风 000 O04 
可 8 Or; | a ox; (52.7) 


6;, pi 的 正则 方程 带 来 了 运动 方程 (49. 15) ,证 明 已 见 上 节 , 在 此 不 
再 重复 . A,(x) ,P(x) 的 正则 方程 取 以 下 的 形式 : 


dA,(x) 3 
RP) (2 oo 了 | (52. 9) 
I 


式 中 五 "代表 总 哈密 顿 量 密度 ,在 此 等 于 
re 
二 2xc?PiPsticPs 3 二 | | 人 
它 与 总 哈密 顿 量 如 ”的 关系 是 
[Hdx = He™. 
(52.8),(52. 9) 不 拟 在 此 导出 ,它们 的 由 来 可 以 粗糙 地 解释 如 下 . 


(52. 8),(52.9) 的 导出 ,大 体 情 形 如 下 . 在 计算 开始 时 我 们 将 ziyzzyxzs 
限制 为 nia ,nza ,naa;m,nzsn3 在 此 代表 整数 ,而 a 代表 某 一 个 长 度 . 将 拉 格 明 
日 量 工 写 为 


(52. 10) 


> 这 


( 如 相当 于 [dsx) ,用 寻常 力学 中 的 方法 引入 动量 ,哈密 顿 量 ,正则 方程 
然后 令 a 趋 近 于 零 . 在 a 未 趋 近 于 零 前 ,我 们 对 于 某 一 套 ” 而 言 ,有 以 下 的 式 
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本: 
人 a C2 
下 oP a 712G 7130 ) 
SE dg (82 
dz OA unia 27220 7 


式 中 (x?,n2,n3) 代 表 这 一 套 .注意 这 里 的 已 (…) 是 (52.4) 中 的 己 . 乘 上 as 
(因为 工 在 此 应 写 为 a > Llnisnzsn3)) ,而 这 里 的 昌 *9 与 以 前 的 太 *( 即 


Wd 
(52. 5)) 相 等 . 因此 用 (52. 4) 中 的 Pj, 得 
dA 0 ; 9 0 total 
et naa ) ee 业 SE a (52. 13) 
t a OP ,na na na) 
R70 Ee (52. 14) 
dz a” OA,(nia,nza ,naa) 


C52. 13 欠 的 有 六 古 
1 5 lim (EA) 已 . (721722713 ) 十 e6, 6 “ 沁 | 


一 HY°™ [A(n),P,(n)]). (52. 15) 
因此 当 a 趋 近 于 零 而 nla,n2a,n3a 趋 近 于 ziyzazyzs 时 ,(52.15) 应 换 为 


lim 二 (Eeem[A(Cz) PueCziyzayza) + ased V(x — x°)] 


一 H°™[ACx),P,(x)]}, (52. 169 

Wx— XO) = 6x1 — XI)Oxs — XI)6(x3 一 73). 
(52. 16) 式 中 花 括号 中 第 二 项 代表 由 Ai(x) ,Py(x) 而 构成 的 五” ,而 第 一 项 
代表 将 PCxz) 换 为 PCxz) 十 ase69) (Cx 一 X0) 而 获得 的 瓦 o .所 以 用 uses6S(Cx 一 
Xx" ) 而 不 用 s693)(x 一 x0) 的 理由 是 : e6 0o6 0o6 。 与 a3e6'3(x 一 x*) 几 平 是 x 的 


7 nn nn 


同样 的 函数 ;事实 上 ,将 性 质 相同 的 算 子 a > 分 别 作 用 于 它们 上 ， 


人 2 
我 们 获得 同样 的 值 eai. 不 难 证 明 ,(52. 16) 即 是 
| Dr (x — x )dix = | 二 . 


同样 , (52. 14) 的 右 方 应 换 为 
村 lim a [AyCx) + ase6H (x — x°), P(x)] 
E->0 
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一 TR I (|. 
二 
ES 1 oH ( oH” 和 So (3) | 3 
| J 9 (x — x") idx 


ee | -OO 
94, Or: 9(0A,/9z;) 


外 3 aH 
94, bs OX; DO(o4/ozi) X= 
这 样 我 们 便 粗糙 地 解释 了 (52. 8),(52. 9) 右 方 的 来 源 .通常 我 们 将 这 两 个 右 
方 写 为 


onc Ne x° )d3x 


SH /8P,(x), SH°™ /dA, x); C7 

而 称 它们 为 哈密 顿 导数 出 或 泛 函 导数 . 

主要 问题 是 验证 (52. 8) ,(52. 9) 确 是 麦克 斯 韦 方 程 ( 虽 然 自 一 
般 性 理论 我 们 已 确 知 它们 必然 是 使 S 取 最 小 值 的 方程 ,因而 是 麦 
克 斯 韦 方程 ), 及 证 明太“ 确 是 总 能 量 .这 两 点 的 讨论 都 没有 困 
WT 

T5262 7) nC 6 

7aC5 /fc2 一 CE = We 
等 于 质点 的 能 量 . (52. 7) 的 ep(#) 项 可 以 写 为 
这 | oa dsx=—i ri E)Asdsx 


.94, , 
| A We Ax; Jad 
a a 
A 的 | oe ea 
(5227) 左 六 币 二 项 相 加 8 成 为 
3 | | a | 
jk be ot Ox ot . Te 


@® W. Heisenberg und W. Pauli, Zeits. f. Physikg S56(1929)1. 在 这 里 有 
20 
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= ee + 记 (1 一 2) } 一 E33 
(52. 19) 
因而 证 明了 (52. 6) 加 上 (52. 7) 等 于 电磁 场 及 质点 的 总 能 . 可 以 附 
带 地 在 此 指出 ,(52. 6) 与 (52.7) 的 第 一 项 可 以 合 写 为 
c(ozc2 十 pp) 十 (eg 一 e64i/c) 十 O(042)， 
总 哈密 顿 量 成 为 上 式 与 (52. 7) 的 第 二 项 的 和 . 上 式 第 一 项 ,第 二 第 
三 两 项 的 和 , (52. 7) 的 第 二 项 分 别称 为 自由 质点 哈密 顿 量 ,作用 哈 
密 顿 量 及 电磁 场 哈密 顿 量 , 注意 当 我 们 忽略 O(A?) 时 ,作用 哈密 顿 
量 , 除 开 一 个 “一 1” 的 倍数 外 , 即 是 作用 拉 格 朗 日 量 L' 所 构成 的 
be 二 Go)|4jdz = (e/c) (£4A; 一 < 内 


其 次 讨论 4,,Ps 的 正则 方程 . 注意 在 此 ,由 定义 得 P=0. 在 
此 情形 下 ,A 的 正则 方程 不 再 存在 ,而 Ps 的 正则 方程 依然 有 效 ， 
但 式 中 的 Ps 以 零 代 替 . 为 证 明 这 一 点 ,不 妨 讨论 力学 中 的 类 似 情 
形 . 假定 g 共 有 ff 个 , 即 gi,q;,…,gf, 而 L(g,9) 不 含有 di 的 情形 . 
运动 方程 为 


i 
os a (z = 1,2,， 2 i 由 
oL 
=— 二 必 . 
Or 
令 
人 We 
Og: 
册 令 
/一 1 
故 证 CC 
1 
便 得 了 


fs 
dH = >,ddp; 一 2 (9L/9g:)dg:. 
1 1 
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由 此 获得 
人 
op “oF 
Ogr Oo/ 
因此 
qf = OH /pr 


的 式 子 不 再 存在 ,而 

Pr 一 一 OH /gs 
依然 存在 ,但 式 中 的 py 以 堆 来 代替 . 因此 正则 方程 一 部 分 为 4; 的 
正则 方程 ,一 部 分 为 Py 的 正则 方程 ,但 在 Ps 的 正则 方程 中 ,我 们 
必须 用 零 来 代替 已 . 显然 地 ,4; 的 运动 方程 为 


< 一 47C2 忆 十 ic 一 a (5 2 0 
Gn 
Pi 的 微分 方程 为 
me 
dt 47 Ox \ Oxh OX; 
人 -人 ey eAi/c | O33) (x Su 5) 


2 2 [24 汉 | 


oe 3 2 


~ Ax Ox 〇 7 
原来 应 含有 Ps 而 现在 令 Ps ee 
0 = icoP,/ozes + ied'Y (x — 6). (523220 
5 入 EE,H 为 34,/9xs 一 9Ap/9z, 的 各 分 量 , 便 不 难 证 明 
1 == Mn; (C52728> 


而 (52. 21), (52. 22) 分 别 代表 含有 ji 的 麦克 斯 韦 方 程 . 因此 正则 
方程 完 完全 全 地 与 麦克 斯 韦 方程 等 效 . 

P 等 于 零 的 事实 使 这 个 理论 的 量子 化 产生 了 困难 . 为 避免 这 
个 困难 起 见 ,我 们 取 电 磁场 的 拉 格 朗 日 量 为 
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LE — (NN 


这 样 选择 后 ,质点 的 p; 同 前 ,但 Pi 改 为 
P, = (4rc2)-1(94 /8x)， (52. 24) 


ea | Paawapdzz 2 


依然 可 以 分 为 两 部 分 ,其 中 一 部 分 依然 是 
cfi2c2 + (p — eA/c}}, 


另 一 部 分 则 改 为 
oa 


3 二 | 
op) 十 |dz 计 Dr 


a 
0 ja I Ox; OZzi 


在 $9 中 ,我 们 已 提起 电磁 场 的 能 量 等 于 (9. 25), 亦 即 是 上 式 右 
方 . 现在 补充 (9. 25) 的 证 明 如 下 


gz| (E+ HYdV = (VX a) wx4) 


a 2rcsP,P,|. (52. 25) 


+ [~— 1/e(a4/ap — vey)dy 

a i {A.Vx (Vx 4)++1/c(04/91): 十 (V9o): 
+ (2/c) (84/61) +. Vp}dV 

2- a A. ViA+A.VV:A)+1/c(04/0)’ 


+ (VOD: — 2/c(OV* A/9t)91dV. 
用 分 部 积分 法 将 积分 中 第 一 项 改 为 (94;/9zxj) (3A;/9zj) ,第 二 项 
改 为 
— (V. A):=—c ‘(99/091)’ 
(利用 洛 伦 兹 条 件 ) ,将 第 五 项 改 为 
(7 IPO YS FO SVDE SE (27/0 I POW Or’) 
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一 一 2(VJ): 十 29( 一 VY'9p 二 cc O29/9r’) 
=— 2(V9)’ 十 8roy， 
再 相 加 , 即 获得 (9. 25) 的 证 明 , 亦 即 证 明了 (52. 25) 左 方 与 


el 3 2 2 
i x(E’ 十 H?) (52. 26) 


相等 . 很 显然 地 ,相等 的 条 件 是 洛 伦 效 条 件 的 成 立 . 由 一 例 即 可 看 
出 在 此 处 洛 伦 效 条 件 的 重要 性 , 即 在 4, 变 为 4 十 (3W/azz) 的 情 
形 下 ,(52. 26) 是 一 个 不 变量 ,而 (52. 25) 的 左 方 是 有 了 变化 的 (如 
果 [Ljy 关 0) ,因此 它们 在 洛 伦 北条 件 不 成 立时 不 可 能 相等 . 洛 伦 效 
条 件 的 始终 满足 事实 上 只 要 求 起 始 条 件 (49. 27) , (49. 28) 的 成 立 
(因为 我 们 有 了 适当 的 运动 方程 ). 

质点 的 正则 方程 与 前 完全 相同 ,不必 重复 讨论 . 电磁 场 的 正则 
方程 是 


dA 
dz 


CL 0 0 
dt Mr 


< 一 4xciP,, (D2 
RS: (Xx 5 Cs 


ee 3 dt ed 


亦 即 
2 Ei 
EE 
不 难 由 此 证 明 
0 A, Ne 一 4re66G) (x £) = 4 4C52.299 


因此 引入 E,H 为 9644/9z, 一 04,/9zy 的 各 个 分 量 , 再 引入 起 始 条 

件 (49. 27), (49. 28) ,E,H 便 完 完全 全 地 适合 麦克 斯 韦 方 程 . 
以 上 说 明了 电磁 场 及 质点 的 运动 方程 可 以 写 为 正则 方程 的 形 

式 ， 同 时 使 总 哈 黎 顿 函数 等 于 电磁 场 及 质点 的 总 能 量 . 这样 将 理 


第 八 章 ” 拉 格 朗 日 方程 及 哈密 顿 原理 325 


论 量子 化 一 一 即将 理论 改 为 相应 的 量子 学 说 一 一 便 有 了 可 能 ， 在 
这 里 有 两 套 正则 方程 ， 相 当 于 两 个 不 同 的 电磁 场 的 拉 格 明日 量 ， 
第 一 套 的 缺点 是 P 圭 0， 第 二 套 的 缺点 是 必须 引入 适当 的 起 始 条 
1 


3 53 ”连续 介质 的 拉 格 明日 运动 方程 


连续 介质 运动 方程 ,已 在 $48 中 讨论 过 . 运动 方程 乃 是 两 个 (48. 27)， 
(48. 28). 现在 以 pa 代表 该 处 曾 讨 论 的 静 质 量 密度 2" ,以 ov 代表 静止 系统 的 
静 质 量 密度 po”, 再 以 p。 代表 电荷 密度 ,以 ps 代表 静止 系统 的 电荷 密度 ,最 后 
以 广 代 表 洛 伦 效 力 密 度 ,得 

Bo/ 克 53 

DG 三 Cs 

我 们 在 此 的 问题 乃 在 建立 一 个 拉 格 朗 日 函数 ,及 证 明 当 我 们 在 这 个 拉 格 朗 日 
函数 上 应 用 变 分 法 时 我 们 便 获 得 了 上 式 . 
应 用 变 分 法 时 ,一 个 质点 的 S 函数 是 


鞋 zc| (一 E,é,) V2ds 二 Ce/0) |&,Asé)ds, 全 
因此 要 推广 到 连续 介质 ,我 们 只 消 将 me 分 别 地 换 为 对 于 质点 体积 的 积分 
| eav"， | (53. 4) 


而 再 将 积分 区 域 扩大 ,使 它 包 含 全 部 连续 介质 . 在 上 式 中 dV” 代表 静止 系统 
中 所 量 到 的 体积 ,因此 

dd = dxdi, 
因此 对 于 连续 介质 而 言 ,函数 $ 等 于 


要 | acerdsrd: 本 /0) | PusAdixd. Co) 
这 个 并 于 也 可 以 如 下 地 闫 得 . 根 汪 (5 及 (52,273 一 个 太 吕 的 9 十 
|az{— mac(c2 — FE) 十 Ce/c) AL6 (oa 


(& 代表 dé&/di, 不 是 一 个 矢量 . ) 将 (53. 6) 中 的 mx,e 分 别 换 为 (53. 4) 中 的 二 
项 ,以 dV/(1 一 B?)? 代 替 dV", 再 以 名 或 w 代替 0 6) 也 变 成 
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和 
为 简单 起 见 ,假定 p/pe 为 一 个 不 变 的 常数 x( 这 即 是 假定 只 有 一 种 物 
质 ) ,使 得 静 质 量 的 守恒 与 电荷 的 守恒 成 为 一 件 事 . 
我 们 现在 讨论 hrxvsc 须 适合 什么 方程 , 方 能 使 (53. 5) 加 上 电磁 场 的 
SC( 即 以 前 的 S3) ,成 为 最 小 . 取 5S; 为 
a 67 | Ce4war — a4o/ar,)(a4,/azo — 34s/az,)dsxdi， 


从 而 讨论 (53.5) 加 上 式 对 hj 的 变 分 , 便 获 得 了 所 需 的 


La 一 2 人 
ANON OX 0 Ey 本 
在 讨论 对 于 ww 上 的 变化 时 ,必须 记得 wu,ps 不 是 独立 的 ,而 满足 条 件 
7 (53. 
00 0 /Or = 0 (S28) 


根据 拉 格 朗 日 乘 子 法 ,我 们 引入 乘 子 ,7, 写 下 (53.5) 的 变化 加 上 
| ts (uuy 十 c2) 十 7206[aCosx)/azo])dsxdt， 
而 再 把 gw,6pol 的 系数 写 为 零 . (53. 5) 的 变化 加 上 了 上 式 等 于 
aaa 一 sc 十 二 hp 十 二 Au 
十 27izv6uv 十 720:9(axw/arx) 十 Wadp: Gus /Oxy) 
十 yz6 (Op /Oxy) uy 十 7 (Op /az du,\ 


将 上 式 花 括号 中 的 第 五 项 .第 七 项 分 别 地 改 为 
2 [9(72p:) /Ox Ou,, ES A(Nsuy) /Ory Op 9 
又 同时 令 p= 二 rpe,6pm 二 rx6pe(w 为 一 常数 ), 便 获得 了 


1 3 
二 全 tl 十 2 = (C539) 
1 37 
cPAr tt 2mun— Br pe = 0. (53. 10) 


现在 便 可 以 自 (53.7),(53.8),(53.9),(53.10) 诸 式 中 求 出 (53. 2). 
事实 上 ,在 (53. 9) 上 乘 以 p。, 在 (53.10) 上 乘 以 wu, 相 减 , 得 
一 Kp:c’ 十 27c2 = 0， 


ee 
We= RE 2 Pm (53. 11) 
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以 此 代入 (53. 10), 除 以 ,得 


Rus =—€ A, (OWYOr,)s (C522 
两 方 乘 以 
Pu (9/9x,), 
便 获 得 了 
0 Oup_ a eR 2 32 } 
Omiv Dr Ce Uy Be 站 08 = ax， 
eV 也 | 2 | 一 32 2 | 
六 oa 人 


以 (53. 9), (53. 10) 中 的 37:/az, 分 别 地 代替 上 式 中 第 一 个 及 第 二 个 6ms/9z,， 
得 


| 
Gal 0 


=pc-Iu,(9A,/9r, — 9A,/9x,). (53. 13) 


上 式 即 是 我 们 所 需 的 (53. 2) 式 . 
连续 介质 运动 方程 ,也 可 以 采取 正则 方程 的 形式 ,这 一 点 不 拟 在 此 讨论 . 


$ 54 4 的 傅 里 叶 系 数 的 微分 方程 


证 我们 引入 so 的 侍 里 叶 系 数 ,而 研究 它们 所 适 合 的 微分 
方程 ,看 它们 能 否 适合 正则 方程 . 
在 此 让 我 们 只 讨论 工区 为 卫生 的 情形 . 该 时 电磁 场 的 运动 方 
程 是 (49. 21) 式 . 由 健 里 叶 积 分 的 理论 ,我 们 知 
Ce 2 da ' fo0) Ee" "dps (54. 1) 


不 
因此 ,我 们 得 
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| Te 


(54. 2) 
= | ee (54. 3) 
同样 ， 
Se |e dk 
(54. 4) 


ju(t) = | 


注意 Ay,jmx 的 下 标 上 不 代表 4,7 的 矢量 性 质 ,而 只 是 说 明 它 们 为 
k 的 函数 . 在 我 们 的 问题 中 ， 
DAR = CO Cs 0 CC dd 
因此 
on (54. 5) 
Desd. 1), (54 年 一 世代 入 UP] YE Pe 
exp (一 jx) ,对 x 作 积 分 ,利用 


@ ”注意 我 们 用 含有 ee 而 不 含有 sin &zycos kz 字样 的 (54. 1). 事实 上 ,后 者 是 
W023 = es dc| _f (2)cos aCo 一 Zz)dp. 
因此 直接 将 这 式 推广 至 三 个 变数 时 ,我 们 得 
A(X,t) = ls IB, 下 《 COS RI1Z1 COS k2x2 COS R33 十 中 /大 COS Rl1Z1 COS R22 sin ka3x3 
十 次 COS | sin kX» sin Ra33 十 2 }d3k 9 

式 中 花 括 号 中 共 包 含 八 项 . a 用 (54. 1) 时 ,只 消 将 (54. 1) 了 解 为 
lim a et _Co)e ™ dp, 
N—00 2 

便 没 有 错误 . (参阅 B. H，Cmupuos 著 《 高 等 数学 教程 》, 眷 二 8$》159, 3 160. ) 得 了 (54. 2) 

后 ,可 以 用 cos kx 十 i sin kx 来 代替 exp ikx. 公式 便 不 再 复杂 了 . 又 标量 乘积 A，B 此 后 

改写 为 4B ,省 去 了 中 间 的 点 乘 号 . 
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|exp i(K' — k’)xdix = (27)36°Y (Kk’ — k’), 


— kAxG) — eA =— (An/c fa). (54. 6) 
(A= diA/dz’) 
这 便 是 Ay 的 运动 方程 . 

不 难 直 接 寻 出 一 个 哈密 顿 函数 ,含有 A 及 A 的 动量 了 ,使 
它们 的 正则 方程 在 消去 PP 后 成 为 (54. 6) 式 .为 清楚 起 见 ,我 们 不 
这 样 做 . 我 们 首先 将 (54. 1) , (54. 4) 代 入 Ss 十 Ss, 利 用 (54. 6) 以 上 
的 二 入 > 但 

| d5 (一 8xAA,,_xk’ + (8rc2)-144 


1 Ce/ (854.7) 
称 上 式 被 积分 项 为 i, 我 们 定义 Ajx 的 动量 Pix 为 
OL /0A. (54. 8) 


这 里 有 一 个 小 小 的 问题 , 即 由 于 A 的 分 量 41,4;i,4; 是 实数 ,A 
是 虚数 ,那么 自 关系 (54. 3) ,得 

Aix = (Ai,1)*, Ay =— (Mp)"; (54. 9) 
式 中 464* 代 表 6 的 共 思 f 复 数 . 因此 Aj 等 似乎 不 是 完全 独立 的 ,而 使 
我 们 求 (54. 8) 时 产生 了 困难 . 为 解决 这 个 困难 起 见 , 让 我 们 暂且 假 
定 不 存在 (54. 9) 关 系 . 在 获得 运动 方程 (54. 6) 后 ,让 我 们 引入 起 始 
条 件 

A ,Ne = 

0 = a 9 六 Ci pr ko 
那么 由 于 (54. 5) 及 运动 方程 ,不 难 证 明 .A 等 在 任何 时 刻 都 满足 
(54. 9). 这 样 的 处 理 方法 可 以 使 我 们 在 定义 Pu 时 将 A 等 认为 都 
是 独立 的 . 

因此 ， 
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= (4rc2)-14 (54. 11) 
引入 质点 而 讨论 总 的 哈 ee 数 . 显然 地 , 它 等 于 
是 平 | a | aa 
利用 p; 与 中 的 关系 及 (54. i 0h 


c{mic: 十 (D 一 e4/c)2)  — ie| dk —— ,Ame 


5 


了 | dik[2re PP 4 + (B87) AA rk’]. 


C51. .12 

质点 的 正则 方程 与 前 相同 ,不必 重 复 讨 论 . 电磁 场 的 正则 方程 是 
dd = OF YOP (54. 13) 
dP/dt =— SH™°™ /dA. (54. 14) 


让 我 们 证 明 它们 在 消去 卫 后 成 为 (54.6) 式 .将 五 "" 写 为 | dkH*， 
(54. 13) 成 为 

A = OH* /oP = 4rczP sy. (54. 15) 
这 是 极 显然 的 . 困难 是 在 求 (54. 14) 的 右 方 . 根据 定义 , SH**/ 
34 必 等 于 


lim 一 Ma 四 E600) (天 一 Kk!’ D> 2 ob ) l 


(54. 16) 
而 式 中 花 括号 中 第 二 项 代表 由 A 所 构成 的 五 "” ,而 第 一 项 代表 
以 A 十 e663CKk 一 Kk) 代替 4x 而 获得 的 五 .由 此 ,可 以 证 明 


SH'™ - | i 业 
47 一 一 1e Ce 十 ne pe 
人 五 total 贞 。 (p; je ed;/c) | Wy < 1 Ci 
Ax {mic? 各 (p Ee CA 2 Cc (Gore 
“pd 0 CB 


在 (54. 13) 及 将 大 换 为 一 上 的 (54.14) 式 中 消去 了 Pp,_;, 即 获得 了 
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A A 一 一 drie(27x) /2e *, 
人 
— kiAx — ciAn =— (4ne/c)E (2r) ee , 


即 是 我 们 所 需 的 (54. 6) 式 . 
我 们 在 此 应 该 引入 相当 于 (49. 26),(49. 27) 的 起 始 条 件 . 在 这 
里 它们 成 为 
kA 一 de < 
clkiAa 十 有 24 一 4rie(2r)-z/2e- 兴 一 0 (54. 19) 
用 4A,P 来 表 出 ,这 成 为 
kiAx — 47cPs rx = 0， 
4nckiP; 十 Ah4 — drie(2n) Vie -内 一 0 (54. 20) 
不 难 证 明 如 果 (54. 19) 或 (54. 20) 在 上 一 0 时 刻 成 立 , 它 们 在 任何 时 
刻 也 成 立 . 
在 8$52 中 我 们 已 经 讨论 过 当 洛 伦 效 条 件 成 立时 ,运动 方程 
(52. 29) 变 为 含有 ji 的 麦克 斯 韦 方 程 , 而 总 哈密 顿 量 ( 即 (52. 25) 
加 上 此 式 前 的 一 式 c{…)?) 等 于 质点 与 电磁 场 能 量 (52. 26) 的 和 | 
在 此 我 们 可 以 猜 到 当 (54. 19) 式 成 立时 , (54. 18) 与 含有 ji 的 麦克 
斯 韦 方程 等 效 ,而 总 哈密 顿 量 (54. 12) 等 于 质点 与 电磁 场 能 量 
(52. 26) 的 和 . 第 一 点 是 极 显然 的 ,不 必 证 明 . 为 证 明 第 二 点 起 见 ， 
我 们 看 到 8 52 中 在 (52. 25) 式 附近 所 讨论 的 总 哈密 顿 量 与 此 间 总 
哈密 顿 量 的 不 同 , 只 是 前 者 多 
| 
一 项 ,而 后 者 多 一 项 
| 上 ee 


但 


一 一 全 


a 


2 2 ee 3 
| dx{2ne ely Ee Ot ot 
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-Jax 8 Cm Ae edik| Gi) =m (2 -Awe “dk 


J 


因此 这 两 个 总 哈密 顿 量 的 值 是 相等 的 . 


可 以 指出 :Aj (x), Ps(x) 与 Ax,; Pn 中 的 关系 , 正 是 一 种 切 变 换 
(KoHTaKTHoe npeo6pasoBaHe). 因为 它们 中 的 关系 是 


PY 2 = | diame Ls 一 K 


4 一 07 poo zd3k，, 


34， 
P,(x)= 4nec? 2 一 pe Ared3k 
加 | mte “d = i (54. 21) 


而 在 力学 中 , 自 P1491 P24? ,p393，… 变 至 PIG ,PzQ:,… 的 变换 ,如 果 满 足 


本 oF; 3 — |- , 
[Qi,P i 3 全 ax DA Ogs Oij， 


LPi,P;] = [QQ = 0， (54. 22) 
那么 变换 称 为 切 变 换 . 这 里 自 Ajx,Pmx 变 至 A (x) ,P(x) 的 变换 (及 其 道 变 
换 ) 都 满足 与 上 面 类 似 的 式 子 ( 但 (54. 22) 中 的 取 和 改 为 了 取 积 分 ), 因 此 是 一 
个 切 变 换 . 因此 Ajx,Py,Ayp(x),Ps(x) 可 以 同时 适合 正则 方程 . 又 因 变 换 式 
中 不 明显 地 含有 :字样 ,它们 的 哈密 顿 淆 数 是 取 等 值 的 . 
我 们 可 以 引入 另 一 个 切 变 换 , 使 总 哈密 顿 密度 的 式 中 只 含有 A4,P 的 项 
成 为 许多 平方 项 的 和 . 令 


4u 一 本 (1 一 Dbua 十 二 CITDbe x, 
(54. 23) 


Pa= tt Dl 


6b,! 代表 新 变数 . 不 难 证 明 这 个 变换 是 切 变 换 . 由 上 式 知 


@@ 我 们 也 能 引入 新 变数 5,c; 定 义 为 
a SR = pa a 


但 如 此 定义 的 bux 与 如 天 相同 ,而 cpx== 一 cp,-#; 因 而 使 bx 等 不 完全 独立 ,使 我 们 必须 
引入 新 的 起 始 条 件 . 
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A = ba (D6 
因此 
| aman -ads | > i | paeads 
同样 
属国 二 | aoads 
因此 总 哈密 顿 量 只 含有 已 ,4 的 一 项 成 为 


ask {2nel ln 下 (54. 24) 
条 件 (54. 9),(54. 10) , 亦 即 
Aix 一 (A;,_1) . 9 4 a (A 9 
P= Ch 一 Ce) 
成 为 
bix = (Bir) , ba =— (DJ) ， 
| KK £) AK ( 外 区 25) 
lik 一 (Lix) 9 Lak a (lag) ; 
亦 即 5; ,Zi 为 实数 ,6b4,4s 为 纯 虚 数 . 这样, 理论 便 简单 化 . 
注意 (54. 23) 的 道 变 换 与 (54. 23) 极 相似 . 道 变换 是 
bx = 人 十 让 A 十 sc — i)A,,_x, 
(54. 26) 


lx = dPat +dP, 


与 (54. 23) 相 差 处 只 是 i 与 一 i 的 不 同 . 
Vm 


A dl (二 a 一 D6 十 方 (1 十 D6 ] ewdsk 


人 


| (二 a 一 De 十 ee si Dorwe— dik 


— | omcosk: YX 十 sink.x)dk 


| 2 [bcos kex + sink.x) 
十 by, xCcoskex oO— sink.x) dk 


ke {cos 天 :| 二 (ba 相 J 


十 sinkex| 二 Ca | ask. (54. 27) 
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这 便 是 bx 的 实际 意义 . 事实 上 (54. 2) 右 方 可 以 直接 写 为 


| 方 (Cuete 3 A ne dk 


二 mb | (eosk:x| (a os 2 


+ sin 大 x| 二 iaa | | d3k; (54. 28) 
(54. 27),(54. 28) 显 然 是 相同 的 . 
用 5, 作 变 数 后 ,运动 方程 变 为 
dp ardt = 
— kiba — cb =— (4ne/c)E,(2r) /cosk€ 十 sin 天 .5)， 
(54. 29) 
而 起 始 条 件 改 为 


IO 十 4rcl = 0， 
Ancikli, 十 kbar 一 4rie(2r)-3/2(cos 天 .5 十 sink.€) = 0. (54. 30) 
这 些 可 由 读者 自己 证 明 . 
现在 讨论 用 A,,Ps,L,b 等 所 表 出 的 电磁 场 与 质点 的 总 动量 . 电磁场 的 动 
于 如 业 于 $9《9-283 式 下 面 的 一 个 起 于 香 先 位 例 这 个 式 子 的 证 明 ， 


a 


sl 
[—vo— 34/ar| X (Vv X 4)dY 


= 二 | 2 


el Bi 人 
了 x (YX 4) 一 一 (V4) (04/) 


二 (84/ab) .VvV AYdV 


2 三 
i {9p(VYV.A— VvV’:A)C— Lv A) 34/2 


一 [Y. (94/9:) ]4}dV 


[a CO 
i 9| 
-二 他 Vv Cc” de 


sfel Sm 28| 
| v4 本 dV 
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= |Apdv 和 pr . (OA/) — V9 (3Wai)]dV. 


其 次 ,与 质点 的 动量 we 相 加 ,得 质点 与 场 的 总 动量 
1 
Anc? 


由 § 50 的 理论 我 们 可 以 保证 它 的 守恒 . (利用 运动 方程 来 直接 证 明 它 的 守恒 
也 替 无 困难 .)(54. 31) 第 一 、 第 二 项 的 和 即 是 质点 的 pi. 第 三 项 用 4x ,Pux 表 


站 | CO do 全 合击 


用 .57 来 表 出 成 为 
Sy | 人 ba 0 
2 | (d3k Oki (bs ln). C335 
这 些 式 子 在 本 书 中 没有 应 用 . 


在 其 子 力学 中 ,我 们 通常 将 总 哈密 顿 量 (54. 12) 的 最 末 一 项 称 为 电磁 场 
的 能 ,c Gmc? 十 pr 六 为 质点 的 能 ,而 将 (54. 12) 中 第 一 .第 二 两 项 的 和 减 去 
clmie* 十 pr)? 后 为 作用 能 (这 个 作用 能 在 忽略 OCA?) 后 等 于 一 Lidsx, 与 以 
前 相同 . ) 这 显然 是 不 太 恰 当 的 ;理由 是 : (54. 12) 第 一 项 只 是 质点 的 能 而 不 
可 能 是 其 他 ,第 二 、 第 三 两 项 的 和 只 是 电磁 场 的 能 而 不 可 能 是 其 他 .将 第 三 项 
认为 是 电磁 场 的 能 量 后 , 便 获 得 了 电磁 场 能 量 可 以 取 负 值 的 情形 ( 因 A 是 虚 
数 ). 同样 在 (54. 31) 中 ,量子 力学 认为 第 一 、 第 二 两 项 的 和 是 质点 动量 而 第 三 
项 是 电磁 场 的 动量 ,但 在 我 们 的 理论 中 ,第 一 项 是 质点 的 动量 ,而 第 二 、 第 二 
两 项 的 和 是 电磁场 的 动量 . 

在 量子 力学 中 ,我 们 通常 引入 新 的 变数 ,使 (54. 24) (或 (54. 12) 的 第 三 
项 ),(54. 33) (或 (54. 31) 的 第 三 项 ) 明 显 地 代表 一 群 自 由 光子 的 能 量 及 动量 . 
但 在 这 样 的 能 量 式 子 中 ,一 部 分 能 量 依然 是 负 的 . 详细 的 讨论 在 本 书 的 范围 
之 外 .但 男 一 方面 ,在 下 一 节 中 我 们 将 看 到 ,如 果 在 (54. 12) 式 中 适当 地 消去 
电磁 场 的 纵波 ,新 的 纯 电 磁场 的 哈密 顿 函 数 , 一 定 取 正 值 . 


$ 55” 纵 场 的 消除 


在 量子 电动 力学 中 ,我 们 时 第 在 哈密 顿 函数 中 消去 电磁 场 的 
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纵 部 分 ,所 用 的 方法 是 一 个 切 变 换 山 . 所 谓 消 去 电磁 场 的 纵 部 分 ， 
实质 上 即 是 将 电磁 场 的 纵 部 分 表 为 电荷 的 坐标 的 函数 . 在 经 典 电 
动力 学 的 正则 方程 中 ,我 们 也 可 以 消去 纵 场 ;这 一 点 的 讨论 便 是 本 
节 的 目的 . 

首先 让 我 们 回忆 一 下 EE,H 的 纵横 部 分 所 适合 的 微分 方程 . 这 
便 是 (9. 18) 式 


VA—c (OA/90t) 一 一 (4r/c) 产 ， CHS 1) 
V .4 一 0， 5 
以 及 
H=VXxXA, E=— VyY9?—c (94/23). (9532 
式 中 了 万 了 的 横 部 分 ,而 9《 即 一 144) 应 该 了 解 为 
人 


[因为 满足 Vzp(z,yoz) 划 一 一 4ro(zyyzot)], 因 此 (55. 3) 中 的 
E,H 完全 是 一 个 横 波 与 一 个 质点 坐标 的 函数 的 和 , 即 是 我 们 所 需 
要 的 形式 . 质点 的 运动 方程 依旧 , 即 
6 = (e/c) Ht,, 
一 (aa&,/32 — dAg/ Ox,). 
最 后 ,注意 (55.2) 可 以 换 为 在 1 二 0 的 
VA 0 OV ANWoOrF = 0 
为 处 理 (55. 1) 起见, 不 妨 引 入 了 与 4 的 傅 里 叶 展 开 . 令 ej ,ez 
为 两 个 单位 矢量 ,与 上 垂直 ,那么 由 于 (55. 2),4 的 展开 成 为 


人 人 十 asexJeitzdsK， (55. 5) 
式 中 ax,azx 为 标量 ,是 上 的 函数 . 同样 普 也 可 以 展开 为 
i 十 he ) ed3k, (55. 6) 


@ 例如 见 A. Coromoe 与 及 .Hpaeako:《 量 子 场 论 》$ 25. 
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选择 eu ,ex ,使 之 满足 

el 一 C1,—k» C2k 一 CE2, 一 4 
以 C855 55 06% Co Da exp( = uk wx 
分 ,再 乘 以 ew (或 ex), 便 获得 了 


— kaw — cc “di =— (4x/c)hy, 
= k’azx EE 区 CAR 《55.77 


在 普 等 于 (55. 6) 的 式 子 上 ,两 方 乘 以 exp( 一 这 'z), 对 并 积分 ,再 乘 
以 ew , 便 获得 了 


1 of —1ikx 
ae 人 (ta ewe dix: 


因为 j 的 纵 部 分 与 ex exp (一 1k “xz) 的 乘积 的 积分 等 于 零 ( 见 
$ 9C3) 中 所 证 明 的 “ 横 场 与 纵 场 的 乘积 的 空间 积分 等 于 零 ”) ,得 


1 四 —ikx 
Wi lA * €14€ “dy 
以 质点 的 了 代入 ,得 
] 
his = as » elk)e 


—iké 


同样 


—iké 


hzk 一 人 e2k)e 


(2 
(55.7) 成 为 


太 an 人 一 一 (47n/c) ee se (a = ds 


(2 

(55. 8) 

不 难 证 明 (55. 8) 及 质点 的 运动 方程 ,都 可 以 由 一 个 适当 的 哈 

密 顿 的 正则 方程 中 求 出 . 当 我 们 有 许多 质点 时 ,这 个 总 哈密 顿 量 
"ee 为 


Sm 二 (PC < e@A(CEG )/c)2yL2 I 有 
| dk (2re? pip | pips 
二 (87) Rk’(al Qi 4 Aazr G2, 1)}; (55. 9) 
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式 中 () 代 表 各 个 质点 的 符号 ,(55. 9) 中 第 一 项 代表 各 个 质点 的 能 
量 的 总 和 代表 静电 能 月 E 


ppdx= | (op /rdsxdsx 


于 :js > a 0 (55. 10) 


(注意 我 们 在 此 忽略 一 es 目 能 ;这 一 项 是 无 穷 大 的 . ) 
Pie， pat 代表 auyax 的 动量 .在 (55. 9) 中 我 们 只 有 横 波 的 a,p 及 电 
子 的 6,p" 字 样 ,因而 是 我 们 所 需要 的 . 不 难 验证 ,这 个 五 的 正 
则 方程 正 是 我 们 所 需 的 运动 方程 .对 于 第 一 个 质点 而 言 ， 


d45 “3 厅 A 
dt ”250 {mV (po — MAGEV Ye 


dp:” 98H e A 
dt 一 1 5 


2 


c[25 一 e44(060)/c] 2 wa 
Ep 二 
(85. 1 
由 此 可 以 求 出 
en $8 = a x HCEWV)— 二 | 
(5 12) 


即 是 我 们 所 欲求 的 . 同样 地 讨论 其 他 质点 . 对 于 电磁 场 而 言 ， 
da /dt 一 See /dp “一 dN De 
4 


(CA A(E)/ 
一 一 uk — 2 et a re 


ee 
上 二 ne C27) CO (55. 13) 


的 了 人 分量: 在 下 两 起 
中 消去 pi.-4, 便 获得 了 
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4ne"’ 


C (2Xx 人 


Sd 一 一 auk? + 2 (u Veexp(— ikE®), 


ee 


即 是 我 们 所 需 的 (55. 8). 
不 难 证 明 , (55. 9) 即 是 电磁 场 与 质点 的 总 能 . 根据 $9 中 的 
(9. 24) 去 计算 电磁 场 的 能 , 便 证 明 总 能 应 为 


me 3 


C 
3 {c? Ea (71) £2 所 3 |opdsx 


2 
(| L 34 2 ax (55. 14) 


gl le/ OB 
C550 14) 的 一 二 网 二 (65 O00 


(55. 14) 的 第 三 项 以 (55. 5) 代 入 后 成 为 
于 |dk{ACan Cp 2 Co 


以 4xc?po,-: 代 蔡 cu 便 变 成 了 (55. 9) 中 的 第 三 项 . 

以 上 只 是 说 明了 用 (55. 9) 作 为 总 哈密 顿 函数 时 ,总 哈密 顿 量 
等 于 总 能 其, 正则 方程 便 成 为 所 需 的 运动 方程 ,而 没有 说 明 (55. 9) 
是 如 何 求 得 的 . 在 此 我 们 用 两 个 方法 求 出 (55. 9). 

第 一 个 方法 的 情形 如 下 : 先 写 出 

OF ORs 一 


得 
oA; i 9 | 于 |- 4 
A | 
(55. 15) 
Op 
人 FV 4) 一 一 4rp. (55. 16) 
引入 一 个 和 5 全 
We A= 0 《本 下 
便 得 了 
VV 9 (Bo le 


(55. 18) 是 运动 方程 (55. 15), (55. 16) 在 规范 (55. 17) 中 的 结果 . 我 
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们 已 知 由 Sz 十 Ss 的 变 分 ,可 以 求 得 运动 方程 (55. 15), (55. 16); 它 
们 相当 于 S; 十 S; 的 最 小 . 既然 (55. 17) , (55. 18) 不 损害 (55. 15)， 
(55. 16) 的 有 效 性 ,我 们 可 以 将 它们 引入 Sz 十 Ss 中 ,再 去 求 变 分 ， 
变 分 所 得 的 微分 方程 ,依然 相当 于 S; 十 S; 的 最 大 或 最 小 ,因而 与 
(55.15),(55. 16) 等 效 . 惟一 可 能 的 不 同 是 : 新 的 变 分 结果 是 旧 的 
变 分 结果 的 一 部 分 , 即 满 足 (55. 17) 一 部 分 .但 (55.15),(55. 16) 中 
的 鼠 , 巨 对 于 规范 变换 而 言 是 不 变 的 ,因此 这 对 于 运动 方程 
(55.15),《55. 16) 中 的 规范 不 变量 而 言 , 引 入 (55. 17) 不 产生 实质 
上 的 损害 . 

将 (55. 17),(55. 18) 引 入 S; 十 Ss;, 在 力学 中 相当 于 以 下 的 情 
形 . 如 采 

qf = fq1q2,°"* 0102 ,Qf—1) 

是 (49. 1) 的 解 ,我 们 将 (49. 2) 中 的 gj 改 为 $(q1g2，… ,9192，…， 
0r1) 而 再 应 用 变 分 法 ,这 显然 是 不 影响 运动 方程 的 . 

用 了 面 0.17 态 的 5 W686) 局 S77 让 


ee 2 2 3 EE . 
Ce Hdsxdi = |{— (VX 4). (VX 4) 
| 而 
| 三 一 (34/at) 一 v9| }yd3xdi 
尖 ar|{(— A VX (VX 4) 十 二 (84/30)? 十 (V9 
二 9 


do 
= 二 A .V4 十 古 (84/32)? 十 (VD?}dixdt 


el a 
= | 2 


— pV 9 dxdt 
1 9A;904; 1 94;94; 
Bz cz 部 


Ee = et 3 
ES 8 工 OX; OX Cc Ot d xd 
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WE 3 
十 Joepd xdr. (55.19)> 
将 此 写 为 
|az™ | dsxdtLes, 


再 引入 (55.5) 式 ,将 工 , 工 化 为 auy au 的 函数 ,再 依照 分 析 力 学 中 
的 标准 办 法 ,引入 aw 的 动量 pa 及 哈密 顿 量 瓦 , 便 获 得 了 (55. 9) 的 
结果 . 注意 (55. 19) 右 方 最 末 一 项 与 S$; 中 含有 9 的 一 项 合 为 


一 3|opdixdt ; 


使 得 (55. 9) 中 出 现 U。 一 项 . 质点 的 > 22 名 "与 S; 中 含有 A 和 的 
一 项 合成 为 (55. 9) 中 的 第 一 项 . 详细 计算 在 此 精简 . 

第 二 个 方法 是 利用 一 个 切 变 换 , 将 (54. 12) 变 为 (55. 9). (注意 
(54. 12) 事 实 上 即 是 (52. 25) 加 上 ec ) 将 
(52.5) 变 为 (55.9) 的 讨论 ,在 此 精简 . 

这 样 的 证 明 见 Heitler 书 . 但 书 中 所 写 出 的 计算 不 够 明朗 ， 
所 以 我 们 在 此 较 详 细 地 令 述 . 令 8$ 54 中 的 (54. 2) 换 为 


A | a 


655. 忆 0 


Wy 
(2 区 7)3/2 


式 中 am (a 二 1,2,3,0) 代 表 四 个 数字 ,ey ,ezi,es 代 表 三 个 互相 和 惟 直 
的 单位 矢量 , (ew); 为 它们 的 i 分 量 , 而 同时 es 定义 为 


A (rx jiau exp ik .xd3k2, (C55. 21) 


@ W.Heitler:《 辐 射 的 量子 论 》 第 三 版 ,8 6. 
@ asxyaok 前 的 ; 字样 的 引入 ,万 是 为 了 使 
Qa3k 一 (43,—k)*, Qok = (Qa0,—Kk)*. 
(55. 20) 中 对 于 1,2,3 的 不 对 称 性 , 旋 是 由 于 我 们 所 选择 的 el4 ,ez4,e3z 满 足 


elk 一 €1,—k» C2k 一 22,-K， 3 一 一 €3,—k. 
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es = Kk/k (k= |k|). (B55 22° 
(注意 由 定义 es 二 一 e3,-4, 与 exkyex 所 适合 的 ex 二 e1,-h,e24 王 C2,-4 
不 同 . ) 重 复 $ 54 中 的 理论 ,但 用 au, au，(a=1,2,3,0) 作 为 电磁 
场 的 变数 ,获得 了 总 哈密 顿 量 
> ctmezcz 十 (po — eA /YY 


十 2 | aC eda exp (ik.€°) 


十 加 区 人 天 (但 me Pak Pua, 一 上 本 (8T) 4 CakC a i 


ls253 
-| 人 


在 实质 上 ,上 式 即 是 (54. 12). 后 两 项 的 不 同 符号 的 来 源 是 由 于 
elkyexkyesx 与 61,_4962,-4963,- 中 不 同 的 关系 ,及 (55. 20),(55. 21) 右 
方 的 i” 字样. 起 始 条 件 (54. 19) 成 为 
kas 十 4ncpo,: = 0， 
4nckps,_ + AR2zao — 4n(27n) 3 > exp (一 ik.€°) 一 0. 
4 
在 这 里 ,我 们 只 讨论 满足 起 始 条 件 (55. 24) 的 运动 , 亦 即 始终 满足 
(55. 24) 的 运动 . 
今 

(2; = {Rao — 4nk-1(2n) 3 Dje® exp(—ik .6°) 人 CD025) 
显然 ， 
dO2; = {kao 一 …)da + a3,_ikdao 

一 aa,，_k4TrR-1(2r) -22 > edexp(— Ik E00)(— i)k * dé€® 


一 一 — ee 和 4rcpokdau 


一 4ri(2r) 22 > etas, sexp(— ik.€0)(— kK/k) » dE®, 


G58326) 
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因此 令 0=| |dkojj 去 ,得 


df 一 一 jeaadas 4 .Doda = > (EO /CA (SY de 
(S27) 
式 中 A“ 代表 4 的 纵 部 分 . dQ 可 以 由 起 始 条 件 的 变化 而 来 ,也 可 
以 由 时 间 的 变化 而 来 . 对 于 前 一 种 变化 ,得 
64 一 一 (esaas 十 pordaor} 一 > (ee NE "60 


RD 
(注意 起 始 条 件 在 变化 时 始终 满足 (55. 24) 式 ). 对 于 后 一 种 变化 得 


= | oe SA 
(55. 29) 
在 (55. 28) 上 取 对 时 间 的 变化 ,在 (55. 29) 上 取 对 起 始 情 形 的 变化 ， 
相 减 ,得 
| 六 全 

ee 

中 BE SA) js = 0. C50 
现在 讨 人 哈密 顿 量 (55. SA 我 们 得 

= > ede ee dp) 


可 Da rt 让 Bp Sp | 
= 注 Ot es 0 p® 


5 a pada, i sg) (BB 319 
由 此 减 去 (55. 30) ,得 
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Ee dl oa 2 LE 
|= ol es 


3 (2) 
十 3 一 | 2 SAPeCE)] 


d da。 
= ot “Oda 十 gdp |. (55. 32) 


a=1,2 


注意 在 (55. 31) 的 末 一 项 中 对 a 取 和 时 ,a==1,2,3,0, 而 在 (55. 32) 
末 一 项 中 对 a 取 和 时 ,a 二 1,2. 引 入 
区 (55. 33) 
便 证 明了 互 只 是 6 ,六 ”ayazkypxyzpx 的 函数 . 因为 在 (55. 24) 
条 件 下 这 些 依然 可 以 认为 是 独立 的 ,我 们 得 
(d/di)p®” 一 一 OH/9é®, 


(d/di)€®? = aH/ap® ， 
(dD = O08/ 
Cdn OL /On C1 2 (55. 34) 
以 上 证 明了 auypu(a 王 1,2),5 ,pp 等 满足 正则 方程 ,而 新 的 哈 
一 (a 册 市 用 
(55. 24) 简化 (55. 23) 而 获得 .我 们 最 后 一 步 工作 , 即 利 用 (55. 24) 
3 人 59 人 
首先 ,(55. 23) 第 一 项 可 以 表 为 
SC = 攻关 全 有 A/ 

(4 代表 4 的 横 部 分 ), 即 是 我 们 所 需 的 . 其次,(55. 23) 第 三 项 关 
于 a 二 1,2 的 部 分 可 以 保留 . 问题 只 是 在 证 明 第 二 项 、 第 三 项 中 
ax 一 3 的 一 部 分 ,及 与 第 四 项 的 和 等 于 (55. 9) 中 的 U。. 目 (55. 24) 
中 求 出 人 与 第 二 项 合并 后 ,成 为 


3 (71) CO) 和 G) __ £0) 
(C2 | 2 exp 达 。( (5) 


不 难 证 明 这 一 项 即 是 Us. 因为 
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l (J) | 
p= 0 受 En) = 2 el expik. (xC— Ee 
又 因 Vg 一 一 47np, 得 
入 e'7 1 
1 = 4T > | 
(因为 右 方 乘 以 V 即 等 于 在 积分 号 中 乘 以 一 如 ,因此 成 为 一 47p. ) 
因此 


| 一 00dY = 0 


expik. (x — €°7). 


= 请 于 上 9 一 expik. (EG) 让 EC ) 

(55. 36 ) 

即 是 我 们 所 需 的 式 子 .这 个 证 明 带 有 一 些 “ 形 式 ” 的 性 质 , 因为 
(55. 35) 中 含有 :一 7 的 一 项 ,而 这 一 项 在 积分 后 成 为 无 穷 大 . 

这 里 的 证 明 似 乎 不 像 切 变换 ,但 实际 上 可 以 认为 是 一 个 稍 改 

以 上 的 理论 说 明了 电磁 场 的 运动 方程 ,无 论 是 否 消去 纵波 ,都 
满足 正则 方程 .这 样 , 使 理论 量子 化 便 有 了 可 能 . 事实 上 ,我 们 还 可 
以 讨论 哈密 顿 - 雅 可 比 (Jacobi) 的 偏 微分 方程 ,而 证 明 它 的 一 个 解 
正 是 拉 格 明日 量 沿 运 动 过 程 的 积分 . 同时 我 们 还 可 以 求 得 量子 力 
学 波 函 数 在 普 明 克 常数 趋 近 于 零 时 与 雅 可 比 函 数 的 关系 . 这 些 情 
形 , 正 同一 个 质点 在 一 个 势 场 中 运动 一 样 . 由 于 本 书 的 范围 ,这 些 
问题 将 不 在 此 讨论 . 

最 后 可 以 附带 地 指出 : 消去 纵波 并 不 意味 着 使 理论 丧失 了 相 
对 论 性 . 理由 是 这 样 的 : 所 谓 相 对 论 性 ， 全 
统 的 运动 方程 ,转变 为 另 一 个 系统 的 同样 方程 . 现在 , 自 O 系统 请 
去 纵波 后 的 变数 M1,M;，… .可 以 变换 到 在 O 系统 中 消去 纵波 前 的 
变数 Ni,N;,… ,由 入 ,Ni … 可 以 变换 到 在 O' 系 统 中 消去 纵波 前 
的 变数 Ni ,N,,… ,再 由 和 N,N;，… 变 换 至 在 O' 系 统 中 消去 纵波 后 
的 变数 M1,M;,，… ,构成 了 目 1 ,NM … 杰 至 Mi ,00 … 的 变换 . 
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这 个 变换 显然 不 改变 运动 方程 的 形式 . 因此 消去 纵波 而 获得 的 运 
动 方程 ,是 合乎 相对 论 条 件 的 .但 男 一 方面 必须 指出 ;Mi,M;,…: 
中 的 6,p ,Us,… 并 不 一 定 分 别 地 变 为 MI ,Ms，,… 中 的 6,p,Ue, 等 
等 . 最 突出 的 是 ; M 中 的 Us 并 不 变 为 M' 中 的 Us. 就 这 个 意义 而 
言 , 我 们 可 以 说 , “库仑 能 ”没有 “相对 论 性 ”. 

在 下 一 部 中 ,我 们 讨论 经 典 电 动力 学 的 困难 ,并 讨论 一 些 近代 
的 电子 理论 . 


APOELEDBO 和 TPEPE DEPDOE POEDBOIOEDPOE DIOEDPOE DEBIOE DOEDPOEDIETDOE 有 DTT OEE EE S00 


第 三 部 ”了 近代 的 电 了 于 理论 及 电 了 于 
的 一 些 运动 示例 


Ee 


POCTDPBOECPIEDPOEPBOEDPOEDPBOEDPOEPOEDPOE 


eT NE EE BORDOEDPOETDOEDPOT 


第 九 章 ”近代 的 电子 理论 
$ 56 ”电子 论 的 困难 


第 八 章 中 的 理论 极 易 给 人 们 一 个 感觉 , 即 点 电荷 及 电磁 场 的 
理论 是 很 完整 的 ,但 这 仅 是 一 个 错觉 . 理由 是 : 在 电子 的 运动 方程 
mé, = (e/c)H,é, 《50 1) 
的 右 方 , 我 们 没有 讨论 及 。 应 否 包 含 电子 本 号 所 产生 的 电磁 场 . 如 
果 要 包含 进去 ,那么 由 于 点 电 集 本 喘 所 产生 的 电磁 场 在 电荷 所 在 
处 是 奇异 的 ( 即 成 为 无 穷 大 而 且 方 向 不 确定 ), (56. 1) 式 的 右 方便 
没有 意义 ,因此 运动 方程 也 没有 意义 . 如 果 我 们 忽略 点 电 倚 本 号 所 
产生 的 电磁 场 , 将 在 (56. 1) 右 方 的 妃 w 了 解 为 外 界 所 产生 的 电 夏 
场 , 那 么 当 电子 的 速度 极 小 时 ,(56. 1) 式 化 为 牛顿 运动 方程 式 
为 而 二 下， (56. 2) 
点 电荷 的 自作 用 力 无 法 计算 .在 827 中 我 们 曾 讨 论 一 个 有 大 小 的 
电子 在 速度 极 小 时 的 目 作 用 力 . 那里 的 运动 方程 (27. 12) 取 以 下 的 
形式 : 


更 一 人 


(F 代表 外 界 电磁 场所 构成 的 洛 伦 效 力 ). 设想 电子 的 半径 趋 于 零 ， 
可 以 把 这 个 方程 用 于 瞬时 速度 为 零 的 点 电 奏 .上 式 与 (56. 2) 却 不 
同 ,其 左 方 第 二 项 及 以 后 的 项 代表 电子 的 目 作 用 力 . 因此 完全 忽 栈 
(56. 1) 右 方 的 目 作 用 力 是 不 正确 的 .我 们 还 在 此 指出 , $ 3 的 守恒 
定律 也 是 在 “自作 用 力 ” 存 在 的 情形 下 生效 的 ,因此 为 了 守恒 定律 
的 成 立 ,我 们 也 不 能 完全 抛弃 目 作用 力 . 

在 近代 的 理论 中 , 绝 大 部 分 理论 部 将 电子 假想 为 点 电 答 . 在 这 
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一 章 以 下 诸 节 中 ,我们 也 如 此 地 去 想像 电子 .在 把 电子 认为 是 质点 
之 前 ,让 我 们 看 一 下 将 电子 认为 有 大 小 的 理论 有 什么 困难 . 

如 果 将 电子 认为 是 一 个 有 大 小 的 物体 ,那么 ,最 主要 的 问题 便 
是 我 们 不 能 了 解 : 为 什么 电子 的 各 部 分 不 由 于 它们 的 互相 排斥 而 
分 裂 ? 为 了 保持 电子 的 不 分 裂 , 必 须 引 入 其 他 的 力 场 , 使 电子 各 部 
分 凝固 而 不 分 裂 . 这 样 的 思想 , 见 之 于 Poincare 的 工作 0. 但 他 没 
有 上 有 具体 地 说 明 这 个 力 是 起 样 的 ,同时 我 们 也 不 易 想 像 一 个 力 场 ,能 
够 始终 使 一 个 电子 不 分 裂 , 而 同时 不 完全 地 与 电磁 场 抵消 ,使 得 两 
个 不 同 的 电荷 间 的 力 , 基 本 上 不 受到 这 个 外 加 的 力 场 的 影响 

这 样 的 理论 ,即使 有 部 分 的 成 功 , 也 是 不 切实 际 的 ,因为 用 这 
个 理论 去 讨论 一 个 电子 的 运动 时 ,必须 将 后 者 认为 是 一 个 弹性 体 ， 
因而 不 可 避免 地 遇 到 了 极 复 杂 的 计算 . 

另 一 个 办 法 是 假定 电子 各 部 分 的 运动 ,实际 上 只 由 几 个 少数 
的 变数 的 变化 而 决定 ,例如 $26 中 的 阿 伯 拉 汉 姆 电子 ,及 依照 电 
子 中 心 速度 而 收缩 的 洛 伦 兹 电子 . 在 这 样 的 理论 中 ,如 果 我 们 假定 
电子 的 任何 一 部 分 在 某 时 刻 的 运动 ,不 仪 依赖 于 该 部 分 所 在 处 的 
电磁 场 ,该 部 分 的 本 身 的 性 质 ( 例 如 大 小 ,速度 等 ), 而 也 直接 地 依 
赖 于 其 他 部 分 在 同时 刻 的 速度 、 电 磁场 等 ,那么 理论 便 包 含 了 “起 
距 作 用 ”的 精神 ,因而 是 不 能 接受 的 .这样 的 理论 在 实质 上 建筑 在 
“同时 性 的 绝对 性 ?上 ( 即 两 件 事 的 是 否 为 “同时 ?是 与 观察 者 的 选 
择 无 关 的 ) ,而 在 相对 论 中 ， 同 时 性 ?是 相对 的 ,因此 它 不 可 能 符合 
相对 论 &. 如 果 我 们 假定 电子 的 任何 一 部 分 在 某 时 刻 的 运动 ,不 仅 
依赖 于 其 他 部 分 在 同时 刻 的 运动 状况 ,而 也 依赖 于 其 他 部 分 (例如 
电子 中 心 ) 在 各 个 不 同时 刻下 的 运动 状况 ,这样 的 理论 是 可 以 建立 


GD H. PoincaréE， Rend，Pal. 21(1906)129. 他 证 明了 这 个 力 场 与 电磁 场所 合并 
的 能 量 、 动 量 张 量 Tj 的 Tym 分量, 对 空间 积分 后 成 一 矢量 . 

©@ 一 个 更 详尽 的 讨论 见 J Jatnay 与 也. M. Jlabanm 著 《 经 典 场 论 ) 第 二 章 
§ 2. 1. 此 外 可 以 参阅 J. Frenkel, Zeits. f. Phys. 32(1925)518. 
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的 ,而 也 是 符合 于 相对 论 的 .在 已 建立 的 这 样 的 理论 中 ,电子 的 
各 部 分 在 任 一 时 刻下 的 运动 , 仅 与 电子 中 心 的 运动 过 程 有 关 , 而 与 
在 该 时 刻 在 该 部 分 上 的 电磁 场 无 关 , 似 乎 不 能 令 人 满意 . 

以 上 的 困难 使 我 们 放弃 将 电子 认为 有 大 小 的 假定 , 转 而 讨论 
电子 为 质点 的 情形 ,让 我 们 先 讨论 无 外 界 力 的 情形 . 第 一 步 是 将 
(56. 1) 改 为 


CA var 


1C 


站 | Cr 


= 
a 和 (56. 4) 


式 中 51,s; 为 电子 的 固有 时 ,相当 于 电子 的 世界 线 与 (56. 4) 右 方面 
积分 中 的 面 的 相交 处 的 s. 如 有 果 有 外 界 电 磁场 H", 我 们 只 消 将 
(56. 4) 右 方 的 Tp, 了 解 为 电子 场 和 外 办 场所 合成 的 总 场 的 Ts, 而 


结果 往往 等 于 在 原来 的 (56.4) 右 方 加 上 (e/c)HYé, 的 积分 . 为 使 
讨论 简单 化 起 见 ,我 们 往往 只 讨论 无 外 界 电 磁场 的 情形 . 

自 (56. 1) 变 至 (56. 4) ,在 数学 上 讲 来 是 不 严格 的 . 但 我 们 依旧 
这 样 去 做 ,希望 (56. 4) 能 够 给 我 们 一 个 有 意义 的 式 子 .但 在 没有 真 
正 的 新 理论 前 ( 即 不 同 于 第 五 章 的 理论 ) ,这 样 的 希望 必然 是 落空 
的 . 事实 上 ,在 § 26 中 我 们 曾 指出 点 电荷 的 电磁 场 动量 、 能 量 都 是 
无 穷 大 ,由 此 不 难看 出 (56. 4) 右 方 是 不 收敛 的 . 

有 两 种 办 法 可 解除 以 上 的 困难 .一 个 是 改变 电磁 场所 适合 的 
微分 方程 ,例如 玻 恩 (Born) 的 非 线 性 方程 ( 见 § 59), 又 例如 含有 
高 次 偏 微分 的 场 方 程 ( 见 §$ 60) 等 . 另 一 个 方法 是 先 确 定 了 (56. 4) 


GD Mac Manus, Proc. Roy. Soc A195(1948)323 及 Lande，Bohm 等 在 1949， 
1950 的 Phy. Rev. 中 的 论文 . 
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右 方 面积 分 中 的 面 (为 了 避免 (56. 4) 对 于 不 同 面 可 能 取 不 同 值 而 
引起 的 困难 ), 同 时 将 (56. 4) 的 左 方 改 为 


| devands， 户 一 FE,…) ? As5) 


而 选择 适当 的 ps, 使 新 的 (56. 4) 不 再 含有 奇异 性 质 的 项 . 这 便 是 
狄 拉 殉 (Dirac) 所 用 的 方法 ( 见 §$ 58). 这 个 方法 也 称 为 “ 减 除 法 ”， 
为 它 在 实质 上 等 于 在 (56. 4) 右 方 中 把 不 收敛 的 项 减 去 . 为 了 解 
这 个 理论 起 见 ,必须 详细 地 阅读 以 下 的 58. 

在 前 一 种 办 法 中 ,我 们 当然 希望 能 如 此 地 改变 场 方程 ,使 电子 
的 目 作 用 力 取 一 个 “有 意义 ”而 不 是 “奇异 ”的 值 . 但 要 达到 这 一 点 
是 困难 的 . 所 以 我 们 依旧 回 到 (56. 4) 式 , 亦 即 


| ea | (ee 
5] 1C .JS 


式 中 9 为 某 一 个 面 , 与 电子 世界 线 交 于 两 点 ,相当 于 电子 在 固有 
时 si,s; 的 所 在 处 . (可 以 指出 : 将 目 作 用 力 的 线 积分 转换 为 Ti 的 
面积 分 ,在 这 些 新 理论 中 情形 正 与 未 改变 场 方 程 前 的 情形 完全 相 
同 . ) 显 然 ,在 改变 场 方 程 后 ,我们 希 扭 

(i)《56. 6) 右 方 不 再 是 无 穷 大 ; 

(ii) (56. 6) 能 够 给 我 们 一 个 合乎 相对 论 的 电子 运动 方程 ; 

(iii) (56. 6) 右 方 的 值 对 于 不 同 的 S 面 取 同样 的 值 出 (因为 如 
果 (56. 6) 右 方 的 值 与 所 选择 的 S 面 有 关 , 那 么 我 们 必须 明确 地 规 
定 S 是 什么 面 . ) 让 我 们 看 在 条 件 G), Ci), (Gi) 下 (56. 6) 右 方 应 具 
有 什么 性 质 . 

令 O' 为 某 一 个 系统 , 令 它 的 zc 与 (56. 6) 中 计算 ,Tw 等 所 用 
的 系统 O 的 x 有 以 下 的 关系 ， 

Xp — Qs. (5 7 


@ 因 (56.6) 右 方面 积分 的 积分 项 有 奇异 点 ,(56. 6) 右 方 对 不 同 面 取 不 同 值 是 完 
全 可 能 的 . 
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令 sz: 六 8 又 假定 在 si 附近 的 一 大 段 * 中 ,在 s 附近 的 一 大 段 * 中 ， 


< 都 几乎 等 于 零 . 令 (56.6) 的 5 为 丸 二 常数 以 面 沙 三 常数 坟 面 ， 
及 在 无 穷 远 处 的 面 所 组 成 注意 前 两 个 面 分 别 地 他 各 了 昌 (5) 
é&,(s1) ,在 这 样 的 情形 下 ,(56. 6) 右 方 成 为 三 部 分 的 和 


ye ee Li ed 、 (56. 8) 


1C 


而 式 中 第 一 项 几乎 成 为 以 常 速度 6 (sz) 运 动 的 电子 的 电磁 场所 构 


i 的 面积 分 . 称 休 ,为 以 常 速度 运动 的 电子 的 电磁 场 的 
Tw，,(56. 8) 第 一 项 便 成 为 


GE ,TdS,, (56. 9) 
亦 即 
6 GS 
i 
由 条 件 Giii) , 知 对 于 不 同系 统 0',O", 我 们 应 该 有 
ea 


亦 即 
| ge 3 vt ce 
尔 即 通过 电子 es ) 的 各 个 面 上 的 积 耸 
ey (56. 13) 


的 变换 性 质 , 正 如 一 个 天 量 . 当然 ,由 于 条 件 (i),(56. 13) 首 先 必须 
是 收敛 的 . 

当 (56.13) 构 成 一 个 矢量 时 ,(56. 6) 便 给 我 们 一 个 合乎 相对 论 
的 运动 方式 . 讨论 在 系统 O' 中 的 (56. 6) 时 ,我 们 令 S 为 1'=ci 光一 
cz 等 面 ,得 


[本 
上 二 C2 上 一 c] 
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讨论 在 系统 0” 的 (56. 6) 时 ,我 们 令 S 为 "=ci ,t=cz 等 面 ,获得 
了 类 似 的 式 子 . 这 些 式 子 ,在 (56. 13) 为 矢量 的 情形 下 ,至少 对 于 写 
出 的 项 而 言 ,是 合乎 相对 论 的 . 为 获得 与 寻常 的 运动 方程 相似 的 运 
动 方程 起 见 , 只 消 对 sz 微分 ,这 样 获得 的 式 子 ,至 少 对 于 写 出 的 项 
而 言 ,是 合乎 相对 论 的 . 这 便 是 我 们 希望 (iii) 成 立 的 理由 .在 下 面 
的 两 个 如 此 的 理论 中 ,(56. 13) 的 收敛 及 矢量 性 质 都 是 满足 的 . 这 
是 令 人 满意 的 . 但 男 一 方面 ,在 这 些 理论 中 ,我 们 还 没有 完全 地 计 
算出 (56. 6) 的 右 方 ,因而 没有 算出 相当 于 辐射 阻尼 的 项 ( 即 相 当 于 
(2/3) (ec ) 的 项 ). 这 个 计算 本 来 是 重要 的 ,但 下 面 的 357 将 
证 明 合 乎 相对 论 要 求 而 同时 在 w 取 小 值 时 成 为 (56. 3) 的 运动 微分 
方程 基本 上 只 有 一 个 ,因此 这 些 计 算 便 没 有 很 多 必要 了 ! 
有 全 个 二 下 性 的 理论 员 寺 从 在 仙人 信用 下 04056515) 们 大 一 个 天 
量 . 现在 补充 如 下 . 
令 电子 在 O 系统 中 以 始终 不 变 的 速度 沿 xz 轴 运 动 . 令 O" 
为 电子 的 静止 系统 .0O,O? 系统 中 的 zz 有 以 下 的 关系 : 
区 = 


《oo 159 
1 = (1— Pe iPr), 2 a; 
7 7 i DR 
pr- = (1 J re TD， 
(506.16 
ve 一 (1] 一 Bo en es 


讨论 在 上 一 c 上 的 面积 7 
| aass | ds Cl dd 


为 明确 起 见 , 先 讨论 第 一 个 积分 . 在 图 35 中 ,我 们 画 出 1:=c 及 如 一 
c" 面 . 依照 积分 定义 ,人 i 在 t=c 面 上 的 积分 应 该 等 于 面 上 许多 小 
块 dzidzzdzs 乘 上 该 处 的 人 5 后 的 取 和 . 但 pb 点 的 J pb 点 的 
— i8(1 — BP), 一 人 )， (56. 18) 
亦 即 是 DD 点 的 
ol 0 (50510) 
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另 一 方面 , 作 B 点 处 的 面 元 
dzidzxzdzxs3 在 二 c? 面 上 的 投影 
dd' ,dd' 由 0 看 来 占 了 一 个 面 dz 
站 区 > 是 四 

(1 一 B2)-12dzlidzzdzs (56. 20) 
(注意 好 : dd' 二 (1 一 B82)?, 即 是 斐 
效 杰 春 收 缩 ) ,因此 图 35 

下 Tdzxidz,dzs nt 1p(1 pe 6 


ee 0 


同样 
| 
| a 
因此 如 采 
J dzo dzo dzo = 0， (56. 21) 
我 们 获得 


| Tdridzdzs= —iB(1— BY | T° dzo dzodzo， 


| 了 andzoda 一 (1 一 B2)1 | ds 
CG 
亦 即 是 |?ds,, |7eds' 中 的 关系 ,正如 一 个 矢量 在 各 系统 中 的 分 
攻 . 一 般 讲 来 ,如 果 
|7% dz dzh dzs = 0，( 一 v 一 4 的 情形 例外 ) 


CE 


356 电动 力学 及 狭义 相对 论 


js yy (0 2 


便 构 成 一 个 矢量 . 

必须 指出 : 这 个 证 明 只 在 《始终 不 变 时 有 效 . 在 这 个 情形 下 ， 
电子 在 某 一 个 系统 中 是 始终 静止 的 ,因而 可 以 比较 这 个 系统 中 的 
Tw 在 同一 地 点 而 在 不 同时 刻 的 值 . 当 电 子 速 度 可 以 有 变化 时 ,两 
个 不 同 面 上 的 人 是 难以 比较 的 . 

在 以 下 讨论 有 关 问 题 的 几 节 中 (59, 8$60) ,我 们 将 证 明 
C5062) (56 2002t Hi MEH (56.2040 — Rh 


3 57 ” 狄 拉克 的 电子 运动 方程 


在 下 一 节 中 ,我 们 将 看 到 狄 拉克 如 何 导 出 了 他 的 电子 运动 方 
程 
2 3 ee ee, C7 


C 
式 中 代表 外 界 所 产生 的 矿 ;. 不 难 证 明 ,(57. 1) 的 前 三 个 分 式 
即 是 8$27 中 的 (27. 13) 或 (27. 16). 而 (57. 1) 的 第 四 个 式 子 乃 是 
人 下 
在 这 里 我 们 可 以 证 明 : 如 果 要 求 电子 运动 方程 为 微分 方程 ， 
在 uw 取 小 值 时 成 为 (56. 3) ,而 同时 又 要 求 满足 相对 论 要 求 , 那 么 
(57. 1) 几 乎 是 惟一 的 运动 方程 .证 明 如 下 . 由 于 相对 论 的 要 求 ,这 
样 的 电子 运动 方程 左 方 必然 是 
més, 57.2) 
等 等 的 线性 组 合 . 但 由 于 
6 一 一 c， &é,=0, 


2 人 
< 二 和 


@ 这 一 段 讨论 即 是 寻常 所 谓 “ 自 身 张 力 ” 的 讨论 . 
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等 等 ,因此 如 果 在 (57. 2) 中 我 们 不 要 ,也 不 要 的 乘积 中 等 
正面 的 点 于 总 妆 罗 于 二 个 赣 么 05752 7) 中 具有 
5 
四 个 是 独立 的 . 令 运 动 方程 的 右 方 不 变 , 便 获得 了 
més 十 co6 十 ci6 ctsé,é, = (e/cOHé,, (57.4) 
式 中 coyclycz 为 三 个 常数 . 如果 当 w 取 小 值 时 上 式 趋 近 于 (56. 3)， 
得 
i (B75 
以 此 代入 (57. 4) ,再 在 (57.4) 左 右 二 方 乘 以 5,, 获 得 
cS és + ca(— ce2)é,é, = 0, 
利用 (57. 3) 中 最 末 一 式 ,得 
CV (57. 6) 
以 这 样 的 coyciyez 代入 (57. 4), 便 获得 了 (57. 1). 
因此 如 果 不 改 变 对 电子 运动 方程 的 要 求 ,而 同时 不 要 & 项 ， 
那么 (57.1) 是 惟一 的 运动 方程 . 如 果 人 允许 ,及 含有 六 个 点 的 《的 
乘积 ,那么 (57.1) 的 左 方 还 可 以 有 
人 ey 
等 项 . 必须 指出 ,cs 的 量 纲 比 ci 的 量 纲 多 一 个 因子 i,c 的 量 纲 比 
cz 的 量 纲 多 一 个 因子 蕊 因此 (csy/ci)cy (ccz)c 必然 是 一 个 长 度 . 换 
句 话 说 ,要 引入 (57.7) 项 ,必须 引入 一 个 “基本 长 度 ”. 
当 电 子 以 频率 w 振动 着 ,(57. 1) 左 方 第 二 项 与 第 一 项 的 大 小 
的 比例 可 以 粗糙 地 估计 为 
(e*/cCm)w, 人 
但 ez/mei 与 电子 的 经 典 半 径 ro( 见 (26. 21) 下 的 式 子 ) 的 数量 同 
级 ,因此 如 果 称 4 为 cw !, 上 式 成 为 
Gp 
(57.7) 中 第 一 项 与 (57. 1) 第 二 项 的 大 小 的 比例 ,可 以 粗糙 地 估计 
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为 


(csc/c1) (csc/c1) 


(= (c/w) 汪汪 


亦 即 是 以 上 所 谈 的 基本 长 度 与 波长 4 的 比 .在 目前 的 经 典 理论 中 ， 
我 们 尚 不 能 肯定 地 估计 (57.9) 的 大 小 ,从 而 判断 是 否 必须 引入 这 
个 新 的 基本 长 度 . 如 果 令 它 与 ro 同 级 , (57. 9) 成 为 (ro/4)， 
(57.7) 第 一 项 与 (57.1) 第 一 项 的 比例 成 为 (ro/2)7. 

让 我 们 讨论 (57. 1) 在 简单 情形 下 的 解 ,由 此 来 判断 它 是 否 是 
一 个 合适 的 运动 方程 .讨论 在 直线 上 的 运动 . 令 外 界 只 给 予 一 个 电 
场 , 方 向 沿 此 直线 . 令 此 直线 为 工 轴 , 那 时 (57. 1) 成 为 


mi— 2 [Ee— $e — es) |= etE, (57.10) 


(5 RO) 


mt 一 全 本 | 一 ) | 2 


式 中 代表 ,7 代表 电子 的 时 间 坐 标 ,E 为 外 界 电 场 . 因 
Wa 2 
我 们 可 以 令 
cz 一 Cccosh g, £= csinhg, (Cor BL) 
代 大 57 10)3 人 全 
0 一 bg = (e/cm)E, G07 13) 


式 中 2 为 一 名 数 ， 等 于 /Re). 和 (5733 
gq(s) 二 人 十 Ge 村 a 一 | 


& > 
令 g(0) = 二 9g (0) 一 0， 又 令 
Es) = Edo(s™— ss") (Be > 
(Eo,s "为 两 个 备 数 , 均 大 于 零 ) ,得 


@ 在 近代 的 量子 电动 力学 中 , 常 有 人 主张 引入 一 个 新 的 “基本 长 度 ” 
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cm Ca 14) 
0 OO 
这 是 极 不 可 理解 的 ,因为 由 (57. 14) 我 们 推出 : 当 s 盖 ** 时, 亦 即 当 
外 界 作用 已 停止 时 ， 
0 (5 和 5 ) 

亦 即 过 0,# 过 0, 亦 即 站 的 绝对 值 在 增加 , 亦 即 电子 愈 运动 愈 快 . 
当 gs 一 co 时 ,gq 习 一 co, 亦 即 -> 一 oo,u 一 c. 尤其 可 怪 的 是 : 原来 电 
子 是 不 动 的 (gq(0) = 9 (0) = 0)， 外 界 所 施 的 力 是 沿 z 正 轴 的 ,但 
电子 在 s* 盖 时 沿 二 的 负 辐 运动 .注意 在 s 盖 "时 电子 并 不 受 力 ， 
因此 这 时 的 加 速度 称 为 “自身 加 速 ”. 

狄 拉克 认为 这 是 (57. 1) 方 程 最 大 的 成 就 . 他 说 为 了 避免 电子 
的 1g| 在 一 十 co 时 趋 近 于 ce ,我 们 在 解 (57.1) 时 必须 引入 一 个 条 
件 , 使 电子 在 *= co 时 及 在 := 一 co 时 以 等 速 运动 吧 . 这 样 ,电子 在 
没有 受到 外 界 力 前 , 便 必 须 开 始 有 加 速度 . 加 速度 开始 的 时 刻 与 电 
子 遇 到 外 界 力 的 时 刻 的 时 间 差 ,等 于 ro/c, 正 好像 电 子 是 一 个 以 原 
来 的 《为 中 心 ,ro 为 半径 的 圆 球 ,而 电磁 波 以 速率 c 在 电子 中 传播 
似 的 . 这 样 的 理论 固然 极 美 ,但 在 实际 上 极 不 方便 ,因为 我 们 不 能 
自 s==0 的 gq, 9 去 决定 运动 ,而 必须 用 4g (ce) ==g (一 ce) = 二 0 的 条 
件 去 决定 运动 . 同时 ,gq(0) 须 由 4 (oo) = 和 (一 ce) == 0 去 决定 的 假 
定 , 也 与 寻常 因果 律 的 概念 不 合 . 

此 外 ,用 (57.1) 去 讨论 氨 原 子 中 的 电子 运动 ,发 现 电子 的 轨道 
逐渐 放大 ,与 寻常 经 典 理论 中 电子 在 绕 原 子 核 旋转 时 逐渐 趋 近 


| 本 We | (s > Ee ) 
9 一 


® P.A.M. Dirac, Proc. Roy. Soc. A167 (1938 ) 148. 有 . HBaHeHrko 与 A. 
CoxonoB 著 《 经 典 场 论 》§ 35. 狄 拉 克 原 文 要 求 电子 在 外 界 力 消失 后 立即 以 等 速 运动 , 伊 
万 宁 柯 书 要 求 电子 在 * 一 co,s= 一 co 时 以 等 速 运动 (在 *= 土 co 处 ,外 力 假定 为 零 ). 第 
二 个 要 求 ( 亦 即 本 书 所 讨论 的 要 求 ) 比 较 合 理 一 些 .在 8$65 中 ,我 们 将 指出 他 们 是 等 效 
的 . 

@ C.J. Eliezer, Proc. Camb. Phil. Soc. 39(1943)173, 及 Rev. Mod. Phy. 19 
(1947)147. 


360 电动 力学 及 狭义 相对 论 


于 原子 核 的 情形 , 恰 成 一 个 相反 . 
必须 指出 : (57.1) 在 wu 之 0 时 所 成 的 
Be 0 Be re 


(873518) 
在 这 一 点 是 正确 的 , 它 使 氢 原 子 中 的 电子 ,渐渐 地 落 入 原子 核 .为 
看 出 这 一 点 ,不 妨 讨论 沿 圆周 的 运动 . 那里 
& 人 一 (ui/r)r, 
有 人 一 (ul /ru, 
因此 将 (57. 16) 左 方 第 二 项 移 至 右 方 ,获得 
mu=F — Met Code 


右 方 第 二 项 好 像 是 一 个 力 , 有 趋势 将 zx 的 绝对 值 减 小 ,因而 使 电子 
能 量 减 少 ,逐渐 地 趋 近 于 原子 核 . 

不 妨 在 此 粗糙 地 指出 (57. 1) 为 什么 带 来 了 这 个 “电子 自身 加 
速 ” 的 现象 .在 (57.11) 式 中 的 

a (6€2 — crT’) 
项 等 于 
Oe 
代表 电子 在 单位 时 间 中 的 能 量 放射 乘 以 
人 | < BE 

(参阅 3 45 的 (45.13),(45. 14) 式 ) ,因而 永远 是 正 的 , 亦 即 是 正定 
的 . 它 的 效果 是 使 + 减少, 亦 即 是 使 能 量 降低 ,速度 变 小 . 相反 地 ， 
(57. 11) 式 中 的 一 (2/3) (e?/c)7 项 ,可 正 可 负 . 在 以 上 的 例题 中 ， 
当 > , 它 是 负 的 ,使 得 电子 能 量 增加 ,速度 加 大 .正如 $27 中 所 
指出 的 ,这 与 电子 的 能 量 的 放射 无 关 , 而 必须 了 解 为 电子 的 某 一 
分 能 量 乘 以 c :对 s 的 微 商 . 如 果 不 引 入 这 一 部 分 能 量 , (57. 11) 便 
使 电子 能 量 逐 渐 减 小 而 我 们 便 没 有 了 “电子 自身 加 速 ? 的 现象 . 问 
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题 是 : 在 (57. 1) 式 左 方 中 取 去 第 二 项 会 使 得 (57., 1) 不 可 解 . 事实 
上 , 当 (57. 1) 左 方 取 去 第 二 项 后 , 左 方 乘 上 86. 不 等 于 零 ,而 右 方 乘 


上 6 等于零, 证 明了 取 去 了 第 二 项 的 (57. 1) 没 有 解 . 

为 解决 (57.1) 所 遭遇 的 困难 而 不 放弃 运动 方程 为 一 个 微分 方 
程 的 假定 ,显然 只 有 两 种 办 法 . 一 个 是 引入 高 次 微 商 的 项 ,例如 & 
等 等 .但 这 样 的 做 法 不 能 保证 电子 自身 加 速度 的 不 产生 . 另 一 个 是 
放弃 相对 论 ,这 样 由 w 取 小 值 时 的 (56. 3) 出 发 , 便 不 一 定 获得 
(57. 1). 总 之 ,在 (57. 1) 中 我 们 曾 给 予 了 电子 一 个 过 大 、 过 于 重要 
的 能 量 动量 一 (2/3) (e?/c)é& ,而 给 予 这 一 项 的 理由 是 由 于 相对 
论 的 要 求 ,由 于 “形式 ”上 的 要 求 ,因而 严格 讲 来 理由 是 不 够 充分 
的 . 

虽然 (57. 1) 是 不 够 令 人 满意 的 ,但 由 于 目前 尚 没有 更 好 的 理 
论 ,我 们 只 好 暂时 保留 它 . 在 下 一 节 中 我 们 将 讨论 狄 拉 克 如 何 求 得 
了 这 个 方程 . 


3 58” 狄 拉克 的 电子 运动 方程 的 导出 


我 们 的 出 发 点 是 (56. 4) 式 , 亦 即 
| mésds 一 区 (Bl 
这 个 式 子 对 于 上 自由 电子 及 在 外 界 电磁 场 下 的 电子 都 可 以 应 用 ;在 
讨论 目 由 电子 时 , 右 方 的 7% 旋 是 电子 所 放射 的 电磁 场 的 了 7 了 .我们 
首先 讨论 这 个 情形 . 
依照 上 市 的 叙述 ,我 们 的 方法 乃 是 先 将 (58. 1) 右 方 的 面 固定 
下 来 ,计算 右 方 ,再 将 左 方 改 为 


| devaods 


再 引入 适当 的 2 使 得 (58. 1) 成 为 一 个 有 意义 的 式 子 ( 即 不 含有 
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奇异 性 质 的 项 ). 在 狄 拉 克 原 文中 ,(58. 1) 右 方 的 面 乃 是 一 个 管 
子 面 及 两 个 平面 . 令 O(s) 为 电子 在 固有 时 s 的 藤 止 系统 , 亦 即 说 
在 这 系统 中 电子 在 固有 时 s 的 速度 ,为 
Ae 关 
以 上 所 说 的 两 个 平面 ,一 个 是 O(s) 系 统 中 与 直 于 
s; 该 系统 时 间 轴 的 一 个 平面 ,通过 6(s1); 男 一 个 是 
O(s) 系 统 中 垂直 于 该 系统 时 间 轴 的 一 个 平面 , 通 
过 &(s2)( 见 图 36). 管 的 描写 如 下 : 已 给 定 一 点 zx 
后 , 取 一 个 固有 时 * 与 之 相应 ,相应 关系 为 
{zs — €,(s)}é,(s) = 0 (58. 2) 
(因此 ;为 x 的 函数 ). 当 我 们 令 zz, 与 “与 它 相 应 
的 s” 适 合 
(ES) (we 0 = C658.3 
3 (性 六 已 基数 六 这 样 的 融合 明 成 一 个 生地 条 
这 便 是 狄 拉克 所 选择 的 管子 面 . 这 样 的 计算 有 一 
图 36 个 缺点 , 即 在 两 个 平面 上 的 面积 分 的 值 , 不 仅 与 电 
子 在 s1,s; 的 情形 有 关 . 为 避免 这 一 点 ,我 们 用 Bhabha2e 的 计算 方 
汉 : 
我 们 在 此 也 在 给 了 zz 后 ,寻找 一 个 固有 时 ,与 之 相应 ,相应 
(人 0 


(58. 4) 
RE ez (58. 5) 


( 式 中 s 为 与 zx 相应 的 推迟 固有 时 ) ,那么 当 w 取 一 第 值 wi 时 ,zx 


@® P.A.M. Dirac, Proc. Roy. Soc. A167(1938)148. 
@ H.J. Bhabha and H. Chandra, Proc. Roy. Soc. A183(1944)134. 
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便 组 成 了 一 个 管 面 . 这 便 是 我 们 所 取 的 管 面 ,(58. 1) 右 方面 积分 的 
面 还 有 其 他 部 分 ,一 个 取 为 
(sa (s1) ) 一 0， 一 1fz — $4(51)} 过 0， 
= (s1)}é, ($1) 委 cwi (58. 6) 
(这 个 面 是 以 所 Cs) 为 顶点 的 将 来 光 锥 面 的 一 部 


C 
分 ); 男 一 个 取 为 以 ss 代替 5 的 (58. 6)( 见 图 37). . SN 7 
注意 由 定义 ,kr 必须 取 正 值 , 它 的 量 纲 是 一 个 长 度 ， $2 
而 “ 取 较 大 值 的 管 人 它 将 一 
个 < 取 较 小 值 的 管 完全 全 地 包含 在 它 的 内 部 
中 . 
先 计算 7 在 管 面 上 的 积分 . 引入 7,x ,定义 
为 
7, = x, — é,(s), GE 
Kk! = 7,€,(s). (58. 8) 5 
依照 (46. 11) ,在 二 的 囊 等 于 
0 人 7 + St, 一 7， 图 37 
CK 
Co 
不 难 证 实 
有 
VE 


0 ey 
由 此 可 以 算出 
2 A oe ee 
Ti le = Ms, Ey: Co 5 6 


2 可 ~ 2 
二 人 二 Sk 十 c2)27 7 


(58. 10) 
注意 在 这 些 计算 中 ,我 们 曾 用 了 在 管 面 上 zx 与 所 适合 的 (58. 4) 
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起 ;也 用 了 “, 必 的 定义 (58 5),(58. 8 也 用 了 6 等 量 中 的 关系 . 
Cae 107 > ID 


H,H,y, =— 2e:/xr. (58. 11) 
因此 
j | 
Tw= Tr Hr Tw 十 Two 
] EC ee es ee 
一 ee li J 
e’ ) 2、 7 e’ ) 2、2 
攻 十 cc)(C87 十 名) 十 二 于 区 7 
由 
一 广 Czx 中 (58. 12) 
下 一 步 计 算 便 是 计算 管 面 上 的 dS%. 这 个 面 的 公式 是 
k 一 第 数 . (58. 13) 


(我 们 有 时 即 以 «代表 此 常数 ,以 免 符号 过 于 复杂 . ) 因 ,wx 为 
的 函数 ,任意 点 的 zy 可 以 用 s,x, 及 zj 中 任意 两 个 的 值 来 表 出 . 令 
O(s) 为 电子 在 固有 时 ; 的 静止 系统 , 令 该 系统 中 的 7 称 为 7Yi ,再 
令 Yi 与 我 们 的 计算 系统 ( 即 (58. 1) 式 所 用 的 系统 ) 中 的 Y 有 以 下 
的 关系 : 
YS (58. 14) 
我 们 取 s,“,X ,Xi 的 值 来 描写 zx, 亦 即 用 s,x,Xi ,Xi 作为 曲面 坐 
标 ， 
= ee 
那 时 管 上 的 dS; 成 为 
i ， 
2 VO 2 i ee 

(参阅 $ 42 的 (42. 14) 式 ). 注意 由 于 当 zx 离世 界线 愈 远 时 “ 的 值 
也 愈 大 ,上 述 的 方 回 是 自 管内 癌 外 的 .让 我 们 计算 (58. 15). 

首先 ,由 于 (58.4),7Y,7,= 二 0, 对 zs 微 商 ,得 


dsdY! di (58. 15) 
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7 SE a 


由 此 得 
2 ‘2 CD16 


Ow KC 


其 次 ,由 的 定义 (58.5), 对 zy 微 商 , 得 


OK 一 有 。 加 。 。 © os | 
i Sh 十 Ye, © 
a a td (3 
i i 、 
再 次 
5 4 Oa»(s) Os Os 
Dz， i GY Es Os 2 EP ee | 
Oa ， 7 
一 Qzy 十 | 3 ;=| |. (58; 18) 


同样 可 以 算出 3 /az 等 .将 (58.16),(58.17),(58.18) 代 入 


TO I ta (58. 19) 
稍稍 人 简化, 便 获 得 了 
ol J di ly 
E :1 夫 6: 3 
i 7 下 人 
KC We KC KC 
C21 人 22 C23 人 24 
C31 人 32 C33 .34 
将 第 一 行 的 & 改写 为 


awé! 
( 式 中 各 代表 在 O(s) 系统 中 的 的 各 个 分 量 ) ,第 二 行 的 7 改 为 
Cr ,上 面 的 行列 式 可 以 改写 为 
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a 
A ) | 
人 ge 
0 ] 0 0 pe Ds 
0 0 1 0 
因 后 一 个 行列 式 的 值 为 1,(58. 19) 算 出 为 
ee ee (58. 20) 
但 依照 对 的 定义 ,总 一 ic, 和 = 0, 因此 (58. 19) 等 于 
-16% /RE 《5821) 
因此 dS, 等 于 


ly 2 
人 a a 2 站 | dsd7Yi dy (58. 22) 
Kc a | 


因此 , 管 面 上 的 元 |TwdS, 等 于 
(Ns Da 交 [车 一 和 十 Ce i 
WE 下 7 瑟 的 视 分 : OE ee 项 改写 为 
[oo we J 和 ， (58. 23) 


式 中 Tt 为 O(s) 系 统 中 工 is 以 (58. 12) 所 求 出 的 To 代 
入 (58. 23) ,获得 了 


1 K 
0 


(58. 24) 
式 中 未 写 出 的 项 在 积分 后 成 为 
(人 
在 xk 一 0 时 趋 近 于 无 穷 大 . Bhabha 曾经 证 明 ( 见 362 页 注 @ 中 的 文 
献 ) 这 些 项 必然 是 某 一 个 £5,6,6,… 的 函数 对 :的 微 商 ,因而 只 消 在 
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(58. 1) 左 方 的 m& 改 为 后 在 中 引入 适当 的 项 , 便 可 以 将 它 的 
效 采 抵消 .注意 在 O() 系 统 中 ， 
A (58. 25) 
因此 
2 We 2 2 
上 起 de 
(58. 26) 
的 积分 面 由 O(s) 看 来 只 是 在 某 一 个 固定 时 刻 在 三 维 空间 中 一 个 
以 «为 半径 的 圆 球 ,而 C(x/7i )d7; dy 乃 是 这 个 圆 球 的 面积 元 . 由 
此 ,可 以 看 出 (58. 24) 中 第 一 个 积分 


oe yt el el a dyt 
| 2 3 (S827) 


Kc 


只 有 在 Pp 等 于 4 时 才 不 等 于 零 . 当 p= 二 1,2,3 时 ,由 于 圆 球 对 称 性 ， 
积分 值 等 于 零 .因此 (58. 27) 成 为 


2 se ee se es 
司 | i iD 直人 网 三 三 Uni(@ /0 过 1 
在 (58. 24) 的 第 二 个 积分 中 ,将 x 展开 为 
ss 


i>] 
(注意 在 O(s) 系 统 中 ,由 于 全 名 = 0 及 续 二 对 二 他 二 0, 得 
Ei 一 0)， 获得 


| EK -yy 
303 Pp 


2 4 es 
六 di | = y、 (5+ i) 写 本 了 


kK 7 C 
. 2 4 a 
0 4 人 (58. 28) 
当 p 不 等 于 4 时 积分 也 由 于 对 称 性 而 变 为 零 . 因 此 (58. 24) 成 为 
0 (58. 29) 
CG 


但 icas 即 为 6, 故 上 式 成 为 
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一 (2/3) Ce2/c)€,€,8,. (58. 30) 
不 难看 出 , 在 其 他 的 面 上 ,7 的 面积 分 的 值 只 与 电子 在 s1,s; 的 运 
J 因而 只 消 适 当地 改变 p, 便 可 以 消除 它们 的 影响 . 问题 
这 些 积分 是 不 收敛 的 . 例如 以 &€(s1) 为 项 点 的 光 锥 面 (58. 6) 
和 5 一 51，, 由 此 可 以 算出 
dS, 三 RdxdX dd7 , K = O(x™!), 


7 了 .9 三 CK/4n)| Fey, /nt dndY! 0 
因此 积分 发 散 正如 |de/e .如果 我 们 不 要 求 过 分 的 严格 ,我 们 可 
以 依旧 假定 它们 的 影响 在 适当 地 改变 pj 后 被 消除 . 
由 以 上 的 计算 , 知 (58.1) 的 右 方 在 可 以 忽略 一 个 &, 6,€，… 
的 函数 对 s 的 微 商 的 情形 下 ,等 于 
| = S/d kas. 
因此 自由 电子 的 运动 方程 为 
a 0 (58. 31) 
取 ps 为 més 十,(6,6,…), 得 
més + fs =— Se/ ) Ele, (58. 32) 
乘 以 弓 ， 获得 了 
六 6 三 十 Ce 
上 式 中 fi 的 最 简单 的 解 为 
f, =— 过、 机 (58. 33) 
以 此 代入 (58. 32) ,获得 了 自由 电子 的 运动 方程 
mé, 一 Ce — 8,6,)=0. (58.34) 
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如 果 外 界 有 电磁 场 , 我 们 可 以 将 出 发 点 (58. 1) 改变, 假定 为 
ee rr 了 [rre 
| dps/ds)ds = SE HL, + 主 | Te dad 
式 中 五" 代表 外 界 的 场 ,T% 代 表 电 子 自 身 的 电磁 场 的 能 量 -动量 张 
量 , 也 可 以 将 (58. 1) 改 为 
| (dpw/ds)ds = 二 | 0 
式 中 了 2 代表 总 的 电磁 场 的 To, 即 外 界 与 电子 的 总 电磁 场所 构成 
的 能 量 -动量 张 量 . 不 论 用 哪 一 种 办 法 ,我 们 获得 了 
més — (er/c) (er Es 一 él,) = (e/c) Hy, (58. 35) 
详细 计算 不 在 此 补充 . 
由 以 上 ,可 见 fi, 的 引入 是 比较 最 可 以 怀疑 的 一 点 . 其 次 ,T。 
在 光 锥 面 上 的 积分 不 收敛 ,说 它们 可 以 忽略 也 是 可 怀疑 的 . 
不 妨 在 此 简单 地 说 明 ,为 什么 在 < 一 操 的 管 上 的 面积 分 ,如 果 含 有 一 项 
| wapd (元 天 0) 
时 ,A 必须 为 一 个 6 和 6 和, … 的 函数 对 y 的 微分 . 理由 是 这 样 的 ; 取 一 个 管 
k 一 上 ,再 取 一 个 管 k= 二 ki 十 Ax, 令 它们 与 以 &(51) ,6(s2) 为 项 点 的 将 来 光 锥 面 


相交 而 称 相 区 曲线 在 光 锥 面 上 所 包围 的 面 为 01,0z, 那 么 由 于 01,0z,k 二 1， 
KK 二 Ak 四 个 面 中 的 Tw 满足 加 局 是 人 局 三 的 街 


FA ds, 天 看 
| I wd Tb > 
在 上 式 乘 上 (Ax) 1!, 令 Ax 趋 近 于 零 . 第 三 项 成 为 
3 a (52),€ 全 光一 flé (s1),€ (s1),*…) |， 
n 1 
而 第 一 、 第 二 项 即 是 
3 — WR A ds: 
7 天 0 
因此 ,我 们 获得 
nA,.(s) = de i 全) (s) ,，… ) /ds. 
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这 证 明了 在 4,(s) 中 只 有 4o(s) 一 项 可 以 不 是 一 个 6 , … 的 函数 的 全 微分 . 
运动 方程 (58. 35) 可 以 写 为 

人 a 

式 中 花 括 号 中 第 一 项 了 解 为 一 个 右 , ,相当 于 电子 在 它 本 身上 所 


施 的 作用 . 这 个 媚 " 通 销 称 为 辐射 场 , 可 以 证 明 为 电子 身上 的 


a Ii? ae 9 (58. 37) 


式 中 Hr 代表 推迟 势 ， ee 蝇 生 村 地 太 我 们 仿 守 一 
64(s) 为 O(s) 中 一 个 纯 类 空 和 拓 量 ,讨论 


人 (CE 和 a } (58. 38) 


在 zy 趋 近 于 &(s) 时 的 极限 ,而 这 个 极限 便 是 (58. 36) 花 括号 中 第 
一 项 在 s 时 的 值 . 这 一 点 的 证 明 补 充 如 下 : 
电子 的 推迟 势 4A, 等 于 下 式 右 方 ， 
2 e|é,ds28[R: | (58. 39) 
( 见 》46 的 (46. 8)). 在 此 式 中 ,R 代表 目 上 至 x 的 矢量 ,rz 代表 电子 的 时 间 坐 


标 , 而 积分 区 域 包 含 了 推迟 固有 时 . 令 ec 代表 
RC— c(t CO— Tr)’, 


便 获 得 了 
Hi de (EB — 6 6 a 0 a 
令 6 (so) 为 电子 世界 线 上 某 一 点 RH Xp 为 世界 线 外 一 点 a 
RC | ea 58 1) 
Undr 一 1, (58. 42) 
ND CO) 


而 讨论 6 趋 近 于 零 时 在 xn 上 的 太 pre. (58. 42) 的 意义 为 “x 一色 (so) 是 一 类 

空 矢量 ”,(58. 43) 的 意义 为 “zy 一 (so) 在 O(so) 系 统 中 是 一 个 纯 类 空 拓 量 ”. 
当 e>0 时 ,zy 点 的 推迟 固有 时 与 so 变 为 极 相 近 . 为 求 zz 的 推迟 固有 时 起 见 ， 
我 们 将 & 在 so 点 附近 展开 
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& 三 Se — 二 


é, = 测 -二 2 -i 1, 本 


(人 (58. 44) 
因此 
ee > = 
a a +O). Coe.40) 
因此 
Wret 二 sitet 一 50 二 一 一 十 ar) 和 Ei ap Eo) 十 O(e0). 
(58. 46) 


同样 Vn 是 (58. 45) 中 大 于 零 的 一 个 根 ， 
E E2 ee E3 eee 
Uadv 一 yadv 一 30 一 十 ee = D3 (ap€ 10) 0 Gi Cap sm) I Ole 
由 此 得 
i 0 
上 式 中 6,&，… 中 的 “0” 字 样 ,此 后 有 时 不 再 写 出 . 


在 (58. 40) 中 ,我 们 以 (58. 44) 代 入 ,而 同时 将 对 s 的 积分 改 为 对 v 的 积 
分 . (58. 40) 可 以 改写 为 


1 90 (0o) 
4e| (…) (do/du) or du 


ae| es i ja 


全 ea | ee 


ZL ret ) d 1 
》 


ret 


因而 等 于 


3 1 | 
一 4 二 | | 本 7 让 (58. 48) 


以 wre 代 而 获得 的 值 . (58. 48) 中 {(…} 等 于 
(& 让 ué, < SW | (ea, 3 ué,o a 


2 人 = | 


2 
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a (En 四 下 ué EE … } (ea, 一 ， > 十 …。 . 
拿 走 “0” 字 样 ,上 式 成 为 


ea,é, 十 uea,é, 十 | 2 三 工人 


十 a 3 3 二 十 0 医 23S 测 交 (58. 49) 
式 中 [wy 代表 以 前 各 项 将 wy 对 调 后 的 总 和 . 男 一 方面 ， 
7 ne CG 


以 这 些 代 入 (58. 48), 称 (58. 49) 为 B, 称 (58. 50) 花 括号 中 的 值 为 DD, 获 得 了 


i 


a {2 W 2 (Te 一 王 名 和 
+ 2u[ 2 0 = 3 hs 一 [p= 三- (5851) 


以 wa 代入 上 式 , 便 得 了 及 jre. Ha 的 式 子 也 是 (58.40) 式 ,但 积分 区 域 包 合 
超前 固有 时 ,因此 也 是 (58. 51) 式 ,但 最 末 一 个 因子 改 为 (一 Du)" ,而 同时 式 
中 的 志 以 was 代入 .《( 所 以 将 DD" 改 为 一 (DD ,力荐 由 于 在 中 58.40) 的 
积分 时 获得 了 一 个 因子 |ds/dx| 0). 让 我 们 计算 e>0 时 的 


0 = yi (S52 52) 
不 难看 出 ， 
0 


&, € 
= 0 ~ Le +060), 


Sh ze We 2e| A — [px,v] 


0 
0 
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sh See 2 ee 
-zl! 2 ly Ee ee 
Diu Wret 
区 Se - le 2 
-za | 一 2e{ 人 … — [py,v] 
Dp jl 
到 2 Ee (58. 53) 


(58. 51) 中 的 未 写 出 项 对 于 收 i, 矿 w, 的 贡献 相 减 后 成 为 OC(e), 因 此 我 们 只 消 
将 (58. 53) 中 诸 式 相 加 , 便 获 得 了 (58. 52) ,因而 证 实 了 (58. 52) 在 e>0 时 等 
于 (58. 36) 的 花 插 号 中 的 第 一 项 . 这 便 是 我 们 所 欲 证 明 的 . 


3 59 政 恩 的 非 线 性 方程 


现在 讨论 改变 麦克 斯 韦 方程 的 理论 . 这 样 的 第 一 类 理论 是 将 
麦克 斯 韦 的 线性 方程 , 改 为 非 线 性 方程 . 最 早 的 这 样 的 理论 见于 
G. Mie 的 工作 外 ,但 不 幸 他 的 理论 不 满足 规范 不 变性 的 要 求 . 后 
来 的 理论 见于 玻 恩 , 英 菲 德 (Infeld) 及 柏 拉 斯 (Pryce) 的 工作 @. 现 
在 将 他 们 的 理论 叙述 于 下 . 

先 讨论 在 真空 中 的 电磁 场 方程 .我 们 依然 引入 势 4 假定 五， 
H 为 

Hes (OMY ONR -= SOA Om) (59. 1) 
的 各 个 分 量 . 我 们 假定 4, 等 所 适合 的 微分 方程 由 一 个 拉 格 朗 日 
也 如 的 变 分 而 得 来 . 因为 E,H 所 构成 的 不 变量 只 有 
(E:—H’), (E. HY)’ 
两 个 ,LY 只 可 能 是 它们 的 函数 . 玻 恩 一 度 选择 了 


DD G. Mie, Ann. d. Phys. 37(1912)511; 39(1912)1; 40(1913)1. 
© M. Born, Proc. Roy. Soc. A143(1934)410; M. Born and L. Infeld, 
Proc. Roy. Soc. A144(1934)425; 
M.H.L. Pryce, Proc. Roy. Soc. Al1SS(1935)597. 
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2 1/2 
J 1 一 1 到 二 可 一 0 | 
/2 
= 站 11 一 | FE . Co 2 
式 中 Eo 为 一 常数 , 量 纲 为 一 电场 . 当 Eo 一 co 时 ,上 式 成 为 以 前 的 
1 


一 Te 全 


他 们 后 来 又 选择 了 

Bi EH: (E. HY 1/2 

i 4 局 Et | 
所 持 的 理由 是 比较 形式 的 , 在 此 不 拟 讨 论 . 此 外 , 花 定 许 
(Schrodinger) 曾 采用 了 


是 “二 Ealog{] + (E: 一 H?)/E?)}. 


显然 ,在 理论 的 这 个 阶段 ,这 些 选 择 是 带 有 任意 性 的 . 为 简单 起 见 ， 
我 们 只 讨论 659. 2) 中 的 工 . 
今 A, 在 
二 | 万 


中 变化 ,而 讨论 使 S 为 最 小 的 4 显然 地 ,这 样 的 4 及 相应 的 瑟 
满足 

-二 0， (C59 3) 
式 中 Dp 定 义 为 


D, —— 8r 2 人 


OM, ed 十 HwHw/2Ec}? 
(注意 在 取 微分 时 ,五 ,不 认为 是 一 囊 j 而 同 五 ;成 为 相互 独立 的 变 
数 . ) 在 玻 恩 最 早 的 论文 中 ,他 以 为 (59.1) 及 (59.3) 也 可 以 描写 有 
电荷 的 电磁 场 . 但 事实 上 当 电 和 荷 存 在 时 ,有 些 场 的 散 度 (例如 以 前 
的 V. 互 ) 有 奇异 性 ,因此 有 两 种 可 能 的 处 理 : 或 者 我 们 假定 


Cs) 
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(59. 1),(59. 3) 际 开 奇 异 点 外 有 效 ,或 者 二 接地 引入 电流 张 量 
kd 


(39. 5 
( 即 直 接地 引入 6 函数 ) ,而 假定 
EL 大 
XTy C 


到 处 有 效 . 有 电荷 时 的 电磁 场 的 场 方程 便 成 为 (59.1) 及 (59. 6). 可 
以 看 出 ,(59. 6) 可 以 由 


(z) (2) 
SE | ema 十 | 和 | 扫 AE® ,4) |d 


(597 


对 A 取 变 化 而 得 来 . 注意 不 引入 ji 而 假定 场 除开 奇异 点 外 适合 
(59.1),《59. 3) ,那么 即使 奇异 点 是 已 知 的 , 解 也 不 是 惟一 的 . 这 相 
当 于 电荷 所 集中 的 点 可 以 为 点 电 栓 ,也 可 以 为 偶 极 子 , 四 极 子 等 等 
的 事实 . 因此 当 电 荷 存在 时 ,运动 方程 (59. 6) 的 引入 是 必要 的 . 
这 里 产生 了 一 个 性 质 与 以 前 理论 完全 不 同 的 新 间 题 , 即 我 们 
能 否 独 立地 引入 电荷 的 运动 方程 ,例如 i 质点 能 否 独 立地 有 一 个 
运动 方程 
f OEV, ED ,Has*%) 一 0， (59. 8) 


不 与 (59. 1) ,(59. 6) 有 关 . 换 句 话说 : 如 果 我 们 任意 地 假定 一 些 似 
(59. 8) 的 式 子 , 它 与 (59. 1),(59. 6) 是 否 共 同 有 人 解 . 这 个 问题 乃 是 
看 到 流体 力学 、 万 有 3 引力 场 中 的 类 似 问 题 而 引起 的 . 在 没有 和 茜 涡 性 
的 流体 运动 中 ,有 一 个 人 所 部 知 的 关于 涡 旋 的 理论 , 称 为 辫 姆 瞧 兹 
(Helmholtz) 定 理 , 它 证 明 一 些 物 质 所 组 成 的 一 个 线路 上 的 环流 ， 
不 随时 间 变 化 ,因此 流速 场 的 旋 度 的 奇异 点 (如 果 存 在 的 话 ) 完 完 
全 全 地 为 流体 的 运动 方程 所 决定 . 换 句 话说 ,这 里 流速 场 的 旋 度 的 
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奇异 点 ,不 能 有 独立 的 微分 方程 . 在 引力 场 中 我 们 也 有 类 似 的 情 
形 . 如 果 场 源 认为 是 场 的 奇异 点 , 场 的 变化 便 决定 了 奇异 点 的 变 
化 , 亦 即 场 源 的 变化 . 因为 流体 力学 的 运动 方程 ,引力 场 的 方程 都 
是 非 线性 的 . (流体 力学 的 运动 方程 中 的 未 知 函 数 是 流速 场 ), 所 以 
我 们 猜想 同样 的 情形 也 可 以 在 此 出 现 . 

如 果 这 样 , (59. 6) 是 不 需要 了 ! 在 这 个 情形 下 , 当 我 们 假定 
(59. 3) 在 奇异 点 外 是 到 处 成 立 的 ,我 们 便 可 以 由 此 求 出 奇异 点 的 
运动 , 场 的 变化 ,等 等 .代入 (59. 6) ,获得 

DY/ = Sp = (59. 10) 
式 中 Bw 是 某 些 被 算出 的 量 . 如 果 B22 不 与 déw /dz 成 正比 ,那么 
以 (59.5) 代 替 户 的 (59. 6) 式 根本 没有 解 . 

必须 指出 : 流体 力学 中 亥 姆 截获 定理 及 引力 场 中 的 理论 所 援 
用 的 证 明 方法 都 是 特殊 的 ,它们 并 未 证 明 所 有 的 非 线 性 方程 都 具 
有 “奇异 点 不 能 有 独立 运动 方程 ”的 性 质 , 只 是 说 明 具 有 这 个 性 质 
有 很 大 的 可 能 . 因此 对 于 (59. 6), (59. 3) 等 式 , 在 没有 具体 证 明 它 
们 确 有 上 面 所 说 的 性 质 前 ,我 们 暂时 假定 (59. 8) 是 可 以 引入 的 .不 


中 A. Einstein, B. Hoffmann and L. Infeld, Ann. of Math 39(1938)65. 这 是 一 

篇 极 重要 、 极 定 有 创造 性 的 著作 ,证 明了 引力 场 中 的 场 源 ( 如 果 是 场 的 奇异 点 ) 的 运动 

不 是 独立 的 . 此 文 所 用 的 方法 是 这 样 的 . 在 该 文中 ,作者 利用 了 Bianchi 恒等式 ,通过 场 
方程 ,获得 了 

| Bads = 0， (59. 9) 

( 见 原文 的 (2.7),(2. 8) 式 ) , 式 中 积分 面 为 三 维 空间 中 的 一 个 面 ,By 为 场 的 各 个 分 量 的 


函数 . 作者 说 明 当 积分 面包 含 奇异 点 时,(59. 9) 依 然 成 立 , 它 最 后 化 为 一 个 含有 &, é 
的 方程 ,由 此 决定 了 奇异 点 的 运动 . 在 1955 年 ,Infeld 教授 访问 中 国 时 , 曾 谈 起 他 如 何 
简化 了 这 个 证 明 . 他 利用 Bianchi 恒等式 ,及 爱 因 斯 坦 的 场 方 程 


Gap Er gogR 一 一 8rR7 ap 


(T,G,g 的 意义 见 有 关 广 义 相 对 论 的 书籍 ) ,获得 

TF;g 二 0，【; 代 表 协 变 微分 ) 
再 用 89)(z 一 多 来 表 出 TY%( 正 如 8 48 中 的 bm) , 便 获 得 了 奇异 点 的 运动 方程 . 关于 这 方 
面 的 其 他 工作 , 见 BBPor,，Journ. of Phys. USSR 1(1939)1; 及 胡 宁 ,Proc. Roy. Irish 
Acad. AS1(1947)87. 
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然 的 话 ,我 们 既 不 能 也 不 必 讨 论 这 个 运动 方程 的 一 般 形式 了 . 
引入 能 量 -动量 张 量 ,定义 为 


i (59. 11) 


4 
由 于 (59. 4) ,我 们 看 到 

y= | vy (C59512> 
(如 果 用 不 同 的 工 , 我 们 有 一 个 不 同 的 (59. 4), 上 式 便 可 能 不 成 
立 . ) 对 于 麦克 斯 韦 电磁 场 ， 


Tm = 0, 
但 此 间 的 Tw 不 适合 上 式 . 不 难 证 明 
nN (59. 13) 
证 明 如 下 ， 
2 下 
一 
_ .19H ge 
4x 0% Ta 1 人 本 gn az :; 


妃 , 一 一 如 Du 一 一 Du, 上 式 可 以 写 为 
人 a 十 Hj 
由 于 (59. 1)， 上 式 右 方 括号 中 的 项 等 于 零 , 因 此 我 们 获得 了 
(59. 13) 式 .因此 我 们 也 可 以 将 (56. 1) 改 为 (56. 4) 式 . 
讨论 外 界 力 不 存 在 时 一 个 静止 电荷 的 五 ,Dj 等 . 令 EE 代表 
Ci a (59. 14) 
令 DD 代表 
人 (605) 
显然 ,在 这 个 特殊 情形 下 ,我 们 可 以 令 
万 ,一 0， (人 ,1 一 1,2,3) 
因此 
DE CVE (C50 106) 
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(59. 6) 中 与 我 们 有 关 的 式 为 
V 也 一 4re6G(x 一 5. 
取 5 在 原点 ,上 式 右 方 成 为 4re8 (xz). 由 于 在 这 个 特殊 情形 下 也 
的 球面 对 称 性 ,我 们 得 
D = er/r’. (59. 17) 
由 此 得 
E= DI De M(B/ CDOs 18) 
式 中 xo 代表 
(e/Eo)'®. (59. 19) 
以 上 是 一 个 静止 电荷 的 五。,D。 至 于 一 个 以 常 速 运动 的 电荷 的 
妃 w,Dw 那 么 我 们 只 消 用 一 个 洛 伦 效 变换 , 便 可 以 求 出 . 详细 结 
不 在 此 写 出 . 
在 § 56 中 我 们 曾 指出 (56. 1) 式 最 好 先 换 为 (56. 4) 式 ,同时 我 
们 希望 7 在 任何 系统 的 t=c 面 上 的 面积 分 是 收敛 的 ,Ts 在 不 同 
系统 的 面 上 一 c 上 的 面积 分 构成 一 个 矢量 . 我 们 在 此 看 一 看 这 两 个 
希望 能 否 满足 . 
对 十 计时 
T,, = ee 3 2 人 1 一 E -- i 


风光 时 ete 
2 
|Tudx = 
7 0 
式 中 
(1 和 人 


B= | x es (1 a 


站 :=- 和 ee 
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用 分 部 积分 法 ,可 以 将 B: 改 为 
2 oi : 
:| (1 二 zx 3 aa | 


再 用 分 部 积分 法 ,化 上 式 为 


We 
3 ly (1 十 ee -3 bs: 
Bi J A 


中 d 有 17| SL ei 9 
re . 


而 (k,B) 力 是 第 一 种 椭圆 积分 ,定义 为 


a 
RR 上 (1 — k? sin? B)Y2° 


由 此 知 
A a ,x| = 1.854 
1 2 oe/ 9 
由 此 算出 
|Tud’z 要 hh 854. (59. 20) 
同样 地 ,可 以 计算 


|Tudx 9 |7adz 7 


》 
|7ads SR |7aadr 二 |7ads 一 0， (59. 21a) 


由 于 对 称 性 
[Tdsx 一 。。 二 0, (59., 21b) 
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义 因 171 = 0 
|Tuadsx a (59. 21c) 


因此 只 有 了 7w 的 积分 不 等 于 零 . 
对 于 一 个 在 外 界 电 磁场 为 零 的 情形 下 以 常 速 运 动 的 电子 ,我 
们 可 以 利用 § 56 中 的 理论 ,利用 (56. 21) 前 的 两 个 式 子 ,证 明 对 于 
这 样 的 电子 ， 
| That (59. 22) 


也 是 收敛 的 . 这 样 我们 便 解 决 了 了 在 不 同系 统 的 上 = 一 c 面 上 的 面 
积分 的 收敛 问题 .同时 ,由 于 (59. 21) 及 8$ 56 的 讨论 结果 , 知 0 ,O” 
系统 中 的 


| ade, | Ts (59. 23) 
t=c f= 


的 关系 ,正如 一 个 天 量 的 分 量 的 关系 . 这 样 ,运动 方程 (56. 6) 是 完 
全 可 用 的 . 将 在 O' 系统 中 的 运动 方程 取 为 (56. 14). (56. 14) 右 方 
第 一 项 是 一 个 天 量 , 它 的 值 可 以 由 它 在 电子 的 静止 系统 的 值 经 过 
一 个 洛 伦 兹 变换 而 获得 .事实 上 它 正 是 


a oe 0 2 


2 
ee] ee 
ds 


s。3 7 0 


CA 


(59. 24) 
将 此 代 蔡 (56. 14) 右 方 第 一 项 , 移 至 左 方 ,对 微分 , 即 获 得 了 有 
意义 的 .合乎 相对 论 的 运动 方程 . 如 果 我 们 愿意 的 话 , 我 们 可 以 令 
(56. 14) 原 来 左 方 的 m 等 于 零 . 现在 ,只 剩 了 电磁 质量 ,而 它 等 于 
3 。 | 
令 此 等 于 电子 的 已 知 质量 9X10-2 克 中 ,得 
5 (59. 25) 


中 见 本 书 第 186 页 注 Q@. 
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亦 即 
E, == e/r: 二 4 X 10* 静电 单位 0. (59. 26) 
以 上 这 些 结果 是 令 人 满意 的 . 
所 以 能 获得 以 上 的 结果 ,主要 是 因为 态 % ,Ds,E,D 中 的 关系 
Hs= DN — DD Me. (59. 27) 
它 对 于 静止 电子 而 言 成 为 
E = D/{1 + D:/2E:)2. 
这 个 关系 使 极 大 的 Ds 只 带 来 有 限 的 右 。,E; 因 此 虽然 Di 在 电源 
附近 的 数量 级 为 O(r 悦 ) ,To 在 该 处 的 数量 级 也 是 Or 一 ) ,使 了 
对 空间 的 积分 收敛 . 最 值得 提出 的 , 便 是 这 样 的 关系 使 得 在 离 电子 
较 远 处 ( 亦 即 |DD| 志 Eo 处 )， 
pr 
因而 使 运动 方程 (59. 1),(59. 6) 完 全 变 为 麦克 斯 韦 方程 . 
这 样 的 理论 的 主要 缺点 是 计算 太 复 杂 . 例如 讨论 (56. 14) 中 相 
当 于 辐射 的 一 项 ,计算 便 十 分 困难 . 又 例如 一 个 电子 在 外 界 电磁 场 
中 的 运动 方程 @. 又 例如 讨论 两 个 静止 电子 的 作用 能 . 这 样 的 计算 
也 是 很 复杂 的 ,结果 为 


计算 的 复杂 性 使 得 许多 问题 都 没有 用 这 个 理论 去 研究 . 
一 个 极 有 趣味 .可 以 直接 用 这 个 理论 来 研究 而 不 能 直接 用 麦 
克 斯 韦 方程 来 研究 的 问题 是 光 对 于 光 的 散射 的 问题 . 如 采 有 两 个 


@ 1 电场 强度 的 静电 单位 = 2. 997 924 58 X 104V/m. 一 一 编者 注 

@ ”这 里 的 困难 是 无 法 分 开 电 子 自 身 的 场 瓦 (自身 与 外 界 的 场 . 总 电磁 场 妃 及 与 它 
相应 的 DD 显然 是 适合 (59. 1),(59. 6) 的 .如 果 我 们 令 (59. 17),(59. 18) 及 类 似 的 式 子 为 
五 (自身 ); 而 令 

克 po( 外 界 ) 二 且 jw( 总 ) 一 县 jw( 自 身 )， 

那么 由 于 右 方 二 项 分 别 地 适合 (59. 1), (59. 6), 不 难 证 明 五 外界) 必须 适合 一 个 与 
及 (自身 ,有关 的 微分 方程 ,而 这 是 不 可 了 解 的 .… 

® C.D. Thomas, Phy. Rev. 54(1938)367. 
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lot 

一 
2 

J = py, Ae (TY 
那么 依照 麦克 斯 韦 方程 ， 

E=fi 二 ff, H=g+eg: 

也 是 一 个 解 , 因 而 没有 一 项 代表 一 个 波 为 另 一 个 波 散 射 的 现象 . 当 
我 们 用 玻 恩 的 场 方 程 ,那么 由 于 场 方程 的 非 线 性 的 性 质 , fi 十 ff， 
gi 十 gz 不 再 是 解 . 将 新 的 解 写 为 

E=fii+fi+A, H=8gi+ go, 
便 看 到 了 光波 对 于 光波 散射 的 现象 .散射 波 相 当 于 上 式 中 的 A 与 
0. 


将 玻 恩 的 场 方程 移 至 量子 力学 中 去 有 极 大 的 困难 . 将 场 方程 写 为 正则 方 
程 是 没有 困难 的 (只 消 援 用 寻常 方法 即行 ), 引 入 量子 条 件 ( 即 力学 量 的 对 易 
关系 ) 也 没有 困难 , 写 出 波 方程 也 没有 困难 ;困难 只 有 一 点 , 即 是 无 法 引入 场 
的 二 次 量子 化 ,无 法 引入 漂 没 (nornomeHne 及 产生 (nossneume) 算 符 , 因 而 不 能 
顺利 地 应 用 到 许多 实际 问题 上 去 . 所 以 不 能 二 次 量子 化 的 理由 乃 是 因为 一 般 
的 A( 或 囊 或 DD) 不 是 许多 特殊 的 4 的 线性 组 合 , 亦 即 是 说 ,在 许多 特殊 的 4 
的 线性 组 合 中 ,如 果 组 合 中 的 系数 是 任意 的 ,那么 这 个 组 合 不 再 是 解 . 将 一 般 
的 解 写 为 一 个 傅 里 叶 积分 时 , 仿 里 叶 系 数 也 不 能 是 互相 独立 的 .因此 我 们 没 
有 一 个 一 般 的 4 的 式 子 而 必须 对 于 各 个 情形 下 的 4, 个 别 地 去 考虑 . 在 这 样 
的 理论 中 ,引入 漂 没 及 产生 算 符 的 形式 是 极 困难 的 . 
为 便利 读者 参考 起 见 ,我 们 写 入 玻 恩 的 场 方程 的 正则 方程 . 引入 
Pp. ~ FA Ta) Hie 
Va 


(7 = 1 8.) 3 (59. 28) 


引入 哈密 顿 量 如 , 定 义 为 
a4 ，_ i 
Ee 2 == P,| are 卫 . 十 1c 汪汪 
2 


E: ] 1/2 
Te |] 过 1 十 人 = | | Gy 029) 
0 


0 
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(关于 质点 的 部 分 ,没有 放 入 上 式 内 ). 运动 方程 可 以 写 为 


94, __ oH 二 
之 ”DBP (7 
2 (2 | 
= i (59. 30) 
| 
Ne 


最 后 两 式 右 方 事实 上 即 是 哈密 顿 导数 


3| Ha ,Tos Ts dridrodrs /A, (x ,Xo ,La), 


3| HC ss Ts dd OM no a) 


(参阅 § 52 的 讨论 及 320 页 注 QD 的 文献 ). 如 果 我 们 引入 4h; 的 健 里 叶 展 开 ， 
再 令 ho 一 oo ,理论 便 与 $54 中 的 结果 相同 . 注意 当 瑟 o 不 一 co 时 ,引入 hy 的 
傅 里 叶 展 开 只 会 使 公式 更 复杂 化 . 
不 妨 指出 ,虽然 我 们 可 以 引入 洛 伦 效 规范 
4./az = 0， 
但 这 样 的 工作 并 没有 带 来 什么 好 处 ,例如 它 不 能 使 我 们 消除 纵 场 等 等 . 


3 60 含有 高 阶 微 商 的 场 方程 


另外 一 种 改变 麦克 斯 韦 方 程 的 办 法 是 引入 场 的 高 阶 微 商 .在 
这 样 的 工作 中 ,当然 也 有 很 多 的 任意 性 . 我 们 在 此 先 叙 述 一 个 最 简 
单 的 方案 山 . 在 这 个 方案 中 ,一 个 以 常 速 运动 的 电子 的 总 电磁 能 量 
动量 是 有 限 的 ,也 构成 一 个 和 拓 量 ,正如 在 玻 恩 理论 中 一 样 . 
令 只 有 电磁 场 的 拉 格 明日 量 为 
下 
6 


式 中 «为 一 常数 ,而 


0 (60. 1) 


DD F. Bopp, Ann. d. phys. 38(1940)345; B. Podolsky, Phy. Rev. 62(1941) 
68. 
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BH (Mes) BAD (60. 2) 
与 前 相同 . 取 
a [a 比 全 | 和 4vds (60. 3) 
经 
对 于 hy 的 变化 , 便 获得 
Bl By 


O° OB 
Orrp 9(924 /DOzsoOzp) 


本 | 的 OO ~ 人 全) 


(60. 4) 
上 式 左 方 即 是 


;| | J8AsCxst). 
不 难 算 出 ,(60.4) 即 是 


dA, Ox. 0(0A,/07,) 


oH ,, 
| 二 口 | i 


了 人 660.5) 
如 有 果 我 们 引入 洛 伦 兹 规范 ,得 

(1 — x« DLA, =— (nj,/c). (60. 6) 
如 果 我 们 愿意 的 话 , 我 们 可 以 令 元 一 为 


1aaaa 1 ah aa 
8r Ox, Ox, 8rrk2 OZ,Oz DZ,Oz。 
那么 我 们 直接 获得 了 (60. 6) 式 . 由 此 可 证 
Ce OM = 


因此 只 需 引 入 适当 的 起 始 条 件 , 即 可 使 hj 在 任何 时 刻 满足 
9A,/9zxy= 二 0, 由 而 获得 (60. 5) 式 . 


电子 的 运动 方程 ,就 形式 而 言 , 依 旧 古 


二 COO 
可 以 证 明 ,4, 事实 上 是 两 个 分 别 适 合 二 阶 微分 方程 的 势 4 
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FE 


A® = rx“2[ A (60. 8) 
水 么 一 方面 
4 一 4 一 42， (60. 9) 
而 为 一 方面 ， 


画作 全国 1 攻关) 
(器 一 必 )42 一 一 AD 一 A2)4 一 一 (4rjo/c)， 
(60. 10b) 
证 实 了 以 上 所 述 的 . (60. 10a) 即 寻常 电磁 场 的 势 的 方程 , (60. 10b) 
是 标量 介子 场所 适合 的 方程 ,与 (60. 10a) 的 不 同 力 是 左 方 多 出 一 
项 .在 量子 力学 中 ,这 种 场 的 质点 有 一 个 质量 m, 等 于 
hkr/2nc. 
(60. 10b) 的 解 曾 在 § 20 中 讨论 过 . 
值得 指出 , (60. 6) 与 包含 (60. 9)， 
国 (60. 11) 
的 方程 组 完全 等 效 . 不 但 可 以 自 (60. 6) 求 出 (60. 9) , (60. 11) 及 可 
以 由 (60. 9) ,(60. 11) 求 出 (60. 6) ,并 且 (60. 6) 所 需 的 起 始 条 件 ( 即 
A,94/91,9:4/9r:,943/9# 在 t==0 的 值 ), 也 正 与 (60.11) 的 起 始 
条 件 ( 即 4,984"/91,4”,94”/Gz 在 t=0 的 值 ) 完 全 相同 . 
引入 定义 为 


Se en 94 


Cb ees (2) 2 
i om BD。 全 3 2 
便 获 得 了 
J (60. 13) 
由 于 (60. 8) 及 A 所 适合 的 94。/9xp 二 0, 得 
二 Ht /0 = 0% (C60. 14) 


因此 (60. 11) 成 为 
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OH OH 。 
二 kx24G) 一 十 二 (60. 15) 
如 果 我 们 令 了 ,为 
PR 
J 1 
2 二 和 -二 TondeHo Heo, 
i AKC (2) (2) (60. 16) 
We 2 一 万 (2) 万 (2) 要 A A 
a An  * 2 
] C2 rc” (2) 4 (2) 
es Tere! 40 gre 3 
便 不 难 证 明 
ON (60. 17a) 
B71 (60. 17b) 
由 而 获得 
Of oro (60. 18) 


(60. 17a) 的 证 明 与 麦克 斯 韦 方程 的 情形 相同 , 不必 重 复 . 至 于 
(60. 17b) ,证 明 如 下 : 


oT ] OOH? OH OA 
ey pp £172) (2) me y 
Qi 4 | 加 2 Tp Ox, We 加 2 
OA OH A 
A £ 4 rr(2) CO 2 4(2) vy 
2 OT 2 Hp bo ey Oy 
| 7 1 , 
-=a8 | + ea |)= Tig 


对 于 含有 高 阶 微 商 的 场 方 程 ,可 以 证 明 对 称 而 满足 (60. 18) 的 了 。 
不 是 惟一 的 ,但 我 们 不 拟 在 此 深入 这 个 问题 ,而 将 (60. 16) 作 为 我 
| 
现在 我 们 可 以 来 讨论 一 个 电子 的 电磁 能 量 、 动 量 ,等 等 . 讨论 
二 个 时 的 电子 和 
VD Nn (0 = 6 (60. 19a) 
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7 (60. 19b) 
取 电 子 在 原点 , 则 由 于 这 个 间 题 中 9 的 球面 对 称 性 , (60. 19a) 的 解 
为 e/r,，(60. 19b) 的 解 为 (e/r)exp (一 kr). (60. 19a) 的 解 是 人 所 共 
知 , 不 必 讨 论 . (60. 19b) 的 解 为 (e/r)exp( 一 «kr) ,证 明 如 下 :在 r 不 
为 零 处 ， 


2 
Br ee |= 工 | Sr— xr Es 
(V £2)| <e B27 K 名 
4 一 pr HKC Ee 2 0 


而 男 一 方面 ,在 包含 原点 的 一 个 极 小 的 球面 上 的 面积 2 
|as 。 v|<e-| = EE sin 0d0dg| — 有 一 le” XO— 47ne, 
而 在 此 极 小 的 球面 中 的 体积 积分 
[or| 一 ks 人 ee 人 2 0， 
因此 (60. 19) 左 右 两 方 对 任何 体积 的 积分 相等 ,因而 完成 了 我 们 所 
需要 的 证 明 . 由 (60. 19) 式 ,得 
一 14, 一 2 一 00 一 0 一 (er)(1 一 e "). 


在 ”> 极 大 处 ,p 几 乎 与 Ce/r) 相 同 , 即 与 麦克 斯 韦 场 的 情形 相同 ;在 
r 极 小 处 ,p 几 乎 成 为 


2 一 [一 


称 Vo ,1H 24 MT Ei ,上 ,; 忆 ; ,那么 在 这 个 情形 下 的 E 为 


= B= 0 0 (60. 20) 
称 
1(1 国电， 二 有 1(1 Ee S| 1(1 = Re | DY 
(680321) 


为 D1,D;,D;, 得 这 个 情形 下 的 D: 
D=— V(x V)9 (60. 72) 
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(所 以 称 (60. 21) 为 D, 力 是 因为 依照 (60. 5) 式 , (60. 21) 的 散 度 等 
于 一 i(4x/c) 训 二 47p. ) 以 所 求 得 的 2 代入 (60. 22) 右 方 , 或 直接 上 自 
及 wD 一 一 W100i(x) 计 算 绑 得 
D = er/r:. veo 2 
不 难 计算 静止 电子 的 了 ;的 积分 . 不 难 证 明 
|Tuasx |Tudx i | Tax es |Tadsx i 


(60. 24) 
A A et 


0 有 Ll (2)2 
= EC— ant -一 gn? 
= 所 | 二 一 [二 r we er). 


右 方 在 > 极 小 处 为 O( 一 ) ,因此 了 4 对 三 维 空间 的 体积 积分 是 收 
钙 的 . 引入 一 个 小 数 e, 利 用 


[pe ep | el ea 
ey J 


E 


a r 1(] 三 本 GE + | rle™2*9kdr 
BJT TT 
恒 dx 一 lim 和 | 去 一 jx 2d 
人 了 
2 CO 
三。 过 im| be —€ ‘”)C— 2 一 2rre -2 |dr 
2 r 
es: . co oo 
一 一 im | 二 em)| 十 ke 
这 E—>0 E E 
/0 (60. 25) 
4 


1 


1 了 
Ay = (EY | ££ 一 Oa = pa 十 一 p< pc 上 


(60.26> 
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由 于 球面 对 称 性 ,得 
[Tu 全 ] 去 | 一 0 ee SE wi 


本 BE 
e 2 十 es ww rdr. 
2r 


这 在 r**0 处 也 是 收敛 的 .事实 上 ， 


cao 2 
|Tudx= e’ lim| Ee | — a 人 二 Ae- dr 
2 lim [Er i | Ey Bh | 
一 0. (C00527) 


同样 地 算出 ,了 T 了 3 的 积分 等 于 零 . 

依照 $ 56 中 的 讨论 ,一 个 静止 电子 的 了 了; 的 体积 积分 (三 维 空 
间 的 体积 积分 ) 的 收敛 保证 了 一 个 以 常 速 运动 的 电子 的 了 T 了 的 体积 
积分 的 收敛 . 同时 静止 电子 的 Ts 的 体积 积分 的 等 于 零 (Tw 的 积分 
除外 ) 保 证 了 在 不 同系 统 中 的 Tj 的 积分 物 成 一 个 天 量 . 因此 ,以 
上 的 结果 是 令 人 满意 的 . 

令 (56. 14) 左 力 的 0 入 于 守 取 46485644 人 驹 有 的 役 分 大 得 了 
一 个 运动 方程 ,其 中 质量 完全 是 电磁 质量 ,等 于 


wl = 


而 m 等 于 
E01 D6”. 
0 得 
Bl 0 (60. 28) 


所 以 能 使 了 等 对 于 三 维 空间 体积 的 积分 收敛 ,主要 的 理由 是 
因为 Tw 等 于 了 T 了 一 Tw ,而 Ti ,Tw 的 奇异 部 分 几乎 相等 ,使 得 
Tw 不 再 含有 性 质 很 奇异 的 项 . 这 个 情形 与 玻 恩 的 理论 的 情形 略 有 
不 同 ;在 那里 使 了 “的 积分 收敛 的 主要 理由 是 将 五 变 小 了 . 由 于 在 
此 烛 二 二 一 下 二 是 下 是 的 - 芝 是 国光 局 太 站 
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人 kA a A 
因而 不 是 完全 独立 的 ,但 它们 在 (60. 11) 中 可 以 取 独 立 的 起 始 条 
件 ,因此 我 们 不 能 保证 在 一 般 情形 下 ,7T% 与 了 ww 相 减 后 取 正 值 , 像 
上 面 所 讨论 的 特殊 情形 似 的 . 当 这 个 理论 量子 化 时 ,我 们 通常 将 
A , 42 认为 是 两 个 独立 的 场 , 那 时 工 s 中 的 一 Tw 项 的 存在 明显 
地 告诉 我 们 能 基 密 度 ( 及 总 能 量 ) 可 以 是 负 的 . 由 于 这 个 缺点 ,这 个 
理论 是 不 够 理想 的 . 

以 上 的 理论 显然 可 以 推广 至 含有 更 高 阶 的 微 商 中. (60. 1) 右 方 可 以 改 为 

一 个 含有 

3: 末 /arBare， PH,/OreOrpOxry, 


的 式 子 , (60. 4) 左 方便 改变 为 


a 


当 工 选择 得 当时 ,(60. 4) 可 以 成 为 


IT - 头 开 品 — 4) (0H,/8r,) = ek, (60. 30) 
i=1 i i=l 


C 


式 中 HL19K2 9 … 都 是 稼 数 , 都 不 等 于 零 . 引入 洛 伦 效 规范 I 
- 工 工 2、， dn 
l= i (C60. 31) 
如 果 将 工 选择 为 


7 Ee 
Fk 


“Br。 Oro’ OrsOrg arcarp 
等 等 的 线性 组 合 ,那么 我 们 可 以 获得 
口 一 如 ) 上 | -十 人 口 一 ;4 = 一 和 L002) 
i=1 i i=1 


的 式 子 , 式 中 ko 为 一 常数 ,不 一 定 等 于 零 . 因为 我 们 希望 在 离 电源 远 处 ,4， 
基本 上 与 麦克 斯 韦 方 程 中 的 4 相同 ,所 以 我 们 选用 (60. 31) 式 , 亦 即 一 0 


@@ 微 商 的 阶 是 无 穷 大 的 情形 的 讨论 见 Uhlenbeck and Pais, Phy. Rev. 79 
(1950)145. 
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的 (60. 32) 式 .这 一 点 在 后 面 可 以 看 到 . 
讨论 (60. 31) 的 解 . 设 (60. 31) 左 方 的 各 个 xr 都 不 相等 , 即 假定 在 这 些 x 
中 没有 两 个 相等 的 wi. 令 wo 代表 零 . 令 coyclycz,…cn 代表 一 群 数 , 使 


对 于 任何 a 都 等 于 1. 这 显然 要 求 


n 


J 一 0 
| | = 

0 (60. 33) 
Zl 2 G8) = 0 

1 天 7 


C= > 
上 面 共 有 ?十 1 个 式 子 ,恰好 用 来 决定 co,c1，… ,cn. 所 以 在 原则 上 ,ec 等 是 存在 
的 ,是 可 以 决定 的 . 要 求 得 它们 ,只 需 在 
ST — Kk)=1 
i 
式 中 分 别 地 令 a 等 于 ro ,ri,… 便 行 . 解答 为 
oy= (TO)} GO = 0,1,2,.). 
;天 7 
ko 一 0 ,得 
wo= (ITT (~ «2))}) . (60. 34) 
现在 令 
42 = 过 则 (器 一 心 )4.. 
7 
那么 一 方面 由 cj; 的 定义 , 知 
> 30 = So (| 
i¥j 
= {oT OO — zx)) 4, = 4 (60. 35) 
1 天 7 
而 另 一 方面 
(Ow || SY, 
2 一 0 1 一 1 


(60. 36) 
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证 明了 4; 为 许多 满足 二 次 方程 的 势 4 的 和 . A 满足 
口 42 = co( 一 nj/ (— kf) =— (4nxj,/c), 
因此 4" 即 是 寻常 麦克 斯 韦 方程 的 热 . 在 静止 电子 的 特殊 情形 下 ,_iao 等 
让 一 1427 等 于 
II (— Ki)cje exp(— kjr)/r. 
因此 在 离 电 子 远 处 整个 4 几乎 与 麦克 斯 韦 方 程 的 4 相同 . 对 于 以 常 速 运动 
的 电子 ,情形 也 如 此 . 如 果 要 求 一 i4i 在 电子 附近 不 成 为 无 穷 大 ,那么 我 们 选 
择 «等 ， A 这 个 式 子 是 已 经 满足 的 . 
显然 ， 我 们 应 
Tw SS De = (60. 37) 
式 中 
TD RD rs 1 yo Ks ADAD 
(Tp) An “” wm 一 本 生生 十 Ce 人 有 十 TOmlv Pp ， 
由 此 ,可 以 证 明 Tj 满足 
OD OD 
很 显然 ,由 于 (60. 33) 中 第 一 式 ,cj; 等 不 可 能 都 是 正 的 或 都 是 负 的 ,因此 
(60. 37) 右 方 含有 正 项 及 负 项 . 因此 ,以 前 的 困难 并 不 能 借助 更 高 阶 微 商 的 引 
入 而 被 消除 . 
求 (60. 31) 的 解 的 另 一 个 办 法 便 是 $ 20 中 的 办 法 . 这 就 是 先 求 满足 
| (= dr —7 O00) 
的 解 G(r,r i ) ,那么 (60. 31) 的 解 便 成 为 
Gr/o) Grr EC C60 
利用 § 20 的 办 法 , 求 得 Glr,r' ,t,t ) 为 
一 I] (一 必 ) 
I 


z 一 0 


二 el rr )—ik 05C 一 | 


十 fk,k)6{ [TT (一 和 一 嫩 十 加 (60. 39) 


2 0 


式 中 fCk,ko) 为 有 ,ko 的 任意 函数 . -0 
ee (> Re Ce = 


] iF¥j 
= [| (~— «2) 全 一 一 ， 
几 
将 方 括号 中 第 二 项 取 为 
{TC £2)) > CT niyo, 人 i = 


便 不 难 证 明 
2 一 一 区 
而 42 为 适合 (60. 36) 的 推迟 势 .所 以 我 们 引入 高 阶 微 商 ,实质 上 等 于 将 $ 19 
的 G 函数 中 的 


1 
AR 


改 为 (60. 39) 方 括号 中 的 项 . 这 与 近代 量子 电动 力学 中 将 一 些 原来 应 出 现 的 
函数 8(&2 一 居 ) 改 为 
SS | se Se 


(G(x) 为 某 一 个 «的 函数 ) ,性 质 是 相似 的 出 . 详细 讨论 在 本 书 范围 以 外 . 
利用 § 20 的 结果 ,不 难 求 出 A,(x,t) 与 电子 在 同一 个 时 刻 t 的 5， £,… 
等 的 关系 .在 8$20 中,(20. 2) 的 推迟 解 证 明 为 (20. 19) 右 方 , 即 


R , 1 1) (MO)dp 
[elrs — EE) /Rav 一 站 per 一 十 人 2 十 RD 直人 人 和 


(60. 41) 


i — ko) 


dV 


上 式 第 一 项 见 (17.10) 式 . 在 上 式 第 二 项 中 ,我 们 将 p 写 为 
/ 2 
plr',t) 十 SD { a 十 R12) + 二 31 十 (6? + RO) D+. “os 


2 © 
便 不 难 做 出 对 5 的 积分 . 事实 上 @ 


I J1 (28)d6 
(6? 十 R2) A 


-aTa)el i 


DD R.P. Feynman, Phy. Rev. 74 (1948) 939 与 1430，A. Corkonoe 与 I. 
HBaHeHko:《 量 子 场 论 》, 第 二 部 $ 3，e. 
Q@ G.N. Watson ,Bessel Functions，8 13.6, 第 (3) 式 . 
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wl 
"RR 
了 3 1 
| G6db 一方 ，| OO)5d8 = 天， 
0 0 
又 因 
ue 因 2 0 
有 | 10 a ;za6 = | Rh 
pn. Ee 
对 R 积分 ,得 


co R 
| Wo | 本 (1 — ew)dR 
0 0 


这 ([ -nope a R2)vzd6 | 
0 R=0 


以 ebx 一 (区 ) 代 Cr ,2) ,Lb 
elu Ve) x’ — €), el(u*» Ve):OY x’ — €) elu Ve)OGCx — €) 
代替 9p/9t,Gp/6r ,…( 式 中 Ve 为 对 5 的 算 子 ) ,算出 (60.41) 的 第 二 项 为 


二 AR 一 人 
-| 去-s 上 |- 六 广 (u， Ve) 上 | 


RR ; 
一 二 二 vo (+ ++… (60. 42) 
2 6 Gr A A ¢ 
与 第 一 项 相 加 ,得 
本 ee 人 必 
人 人 R Ri | , 


(60. 43) 
以 wj 代替 “4”, 乘 以 c; [| (一 «), 再 相 加 , 便 获 得 了 所 需 的 一 i44s (或 9). 
(60-43) 与 C27 TO 不同 内 TE exp CAR 证 玉 让 川 鸣 一 
“—A(R* wu)’/R’”. 
同样 可 以 计算 以 Cpu/c) 代 替 p 的 (60. 41) 式 . 第 一 项 见 (17. 11) 式 . 第 二 
项 算出 为 
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三 


] 1 
| | 


eexp(— AR)(u/Re) + O(c 3’). (60. 44) 
高 级 项 的 计算 留 给 读者 . 
最 后 我 们 指出 有 一 个 理论 ,用 到 两 个 麦克 斯 韦 场 40 , A. 
在 这 个 理论 中 ,我 们 令 4=409 一 42 ,而 令 49 为 推迟 势 ,492) 为 
六 (推迟 势 十 超前 势 }. (60. 45) 
因此 4 等 于 
六 (推迟 势 一 超前 势 ) 
这 样 的 一 个 电子 所 施 于 它 本 身 的 场 瓦 “ 等 于 
人 
6 
产生 了 § 58 中 的 运动 方程 (58. 36). 但 这 个 理论 有 两 个 缺点 . 第 
一 ,第 二 个 场 对 于 不 同 的 电荷 的 相互 作用 而 言 必须 是 不 存在 的 , 因 
为 对 于 不 同 的 电荷 的 相互 作用 而 言 ,我 们 所 需要 的 正 是 推迟 势 . 第 
二 ,即使 A 中 已 知 必须 满足 某 个 微分 方程 ,我 们 也 无 法 选择 起 始 条 
件 ,使 它 的 解 成 为 (60. 45). 由 于 这 两 个 缺点 ,我们 党 得 这 个 理论 还 
有 改进 的 必要 . 


$ 61 直接 相互 作用 的 理论 
当 我 们 所 讨论 的 对 象 只 有 一 群 电子 ,那么 我 们 可 以 计算 各 个 
电子 所 放射 的 电磁 场 , 将 后 者 表 为 电子 的 速度 .加 速度 ,…( 即 运动 
状况 ) 的 函数 ,代入 电子 的 运动 方程 ,而 获得 了 只 含有 不 同 电子 的 
&, ,5 ,… 的 运动 方程 .如 果 不 讨论 个 别 电 子 所 施 于 它 本 身 的 力 


@ 了 贱 .HBsaHeHKo 与 A，CoxroNoB:《 经 典 场 论 》§ 34 BE. 
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时 ,这 样 的 理论 是 比较 简单 的 . 

有 时 ,我 们 不 直接 地 将 总 的 电磁 场 求 出 ,代入 各 个 电子 的 运动 
方程 , 像 上 面 所 说 的 ,而 采取 另 一 种 方法 .我 们 在 下 面 叙 述 这 个 方 
法 , 它 在 实质 上 与 以 上 所 说 是 相同 的 . 

在 $ 49 中 ,我 们 曾 考 虑 了 

Si 十 Ss 十 Ss( 或 Ss) (61. 1) 
在 ,4 等 变化 时 所 产生 的 变化 ,由 而 获得 了 运动 方程 (49. 15)， 
(49. 19). 如 此 获得 的 运动 方程 中 的 ,A 使 (61. 1) 为 最 小 . 显然 ， 
如 果 令 满足 这 个 运动 方程 的 A 代入 (61.1), 再 去 求 (61.1) 的 最 
小 ,那么 & 的 运动 方程 应 该 是 在 (49. 15), (49. 19) 式 中 消去 4 后 
的 式 子 , 亦 即 是 我 们 所 要 求 的 式 子 . 换 句 话说 ,已 知 (49.15)， 
(49. 19) 使 (61.1) 最 小 ,那么 在 条 件 (49. 19) 下 使 (61. 1) 最 小 的 &， 
4 依然 是 (49. 15), (49. 19) ,因此 在 条 件 (49. 19) 下 使 (61.1) 最 小 
的 是 (49. 15),(49. 19) 中 消去 4 后 的 &. 


因 
Ls el ,Hd3xdt 
2 | 2 | 二 Be ) au 
一 一 i S| Be dn 
二 十 le Sr dsxdt 


(C87)! | A.(— PR ES 


SEN 
二 也 


S。 十 9 = 2 (61. 2) 
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自 先 讨论 用 各 个 电子 的 不 同时 间 坐 标 z ,tr?,… 为 独立 变数 的 情 
形 :51 依 榴 为 
> 三 meoc| 2 人 (61. 3) 


为 简单 符号 起 见 , 假 定 我 们 这 里 只 有 两 个 电子 . 将 公式 推广 至 含有 
2 个 电子 的 情形 , 乃 是 极 易 的 . 不 讨论 电子 的 自 相互 作用 时 ,在 第 

A 

ri — c(t CO— 7T,) lds, 
或 

E! (2) oC2) 

| 次 Ol — CCzi me Be) 
(注意 年 d6/ds,2 三 dé/dr 的 区 别 ). 式 中 一 代表 
C2 2 小 6 入 人 2 EE (GEE ee 0 

即 两 个 电子 距离 的 平方 . 积分 极限 可 以 是 (一 co,co), 也 可 以 是 
(一 coyri) ,因为 即使 用 (一 co ,oo0) 为 积分 极限 , (61.4) 依 旧 代 表 推 
过 00.2) C61) 得 


0 

人 

4 
| 


3 


| en i ee) 2 
| a A,(1)dsi | As2)ds | 


Se = 


人 上 | auc2)dr,| 


SI 


Wa et ee oO[r < c(T me tr,) ]dr， 


一 - (ee “= — c(t, 一 zi) ]dri 上 
CO 5 
当 我 们 引入 (一 cp,ce) 为 上 面 右 方 未 写 出 的 积分 极限 ,我 们 获得 
(1) ,(2) poo co 
人 


一 CO 一 
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= er 2 
0 区 Eve mdridrd Lr: — er 一 中) 下 
(61. 6) 
上 式 右 方 亦 可 写 为 


oT Eb dsidszd [Lr SR C2 = 2]. 
取 (61. 3),(61.6) 的 和 ,对 66” 的 变化 应 用 变 分 法 , 便 获得 了 所 需 
的 运动 方程 计算 方程 见 8 51( 先 将 对 z 的 积分 表 为 对 的 积分 ， 
引入 拉 格 明日 乘 子 ,等 等 ) ,在 此 不 拟 重复 . 
这 样 算 出 的 运动 方程 为 
d2&E41) _e (1) 


CD S/O 


ds? 
而 i ZE 
gh Sol dr 全 {Ol c(t OO— 7T)| Olr mclr,— rT)|]}, 
dt hh selene 
为 补救 这 个 缺点 ,有 些 作 者 在 (61.1) 中 引入 男 一 项 
De /ele MD dr, (61.7) 
式 中 MM 代表 某 一 个 场 . 如 果 令 这 个 场 为 外 界 场 ,那么 很 显然 地 并 
不 能 解决 困难 . 
可 以 指出 : 像 上 面 所 指出 的 缺点 ,在 这 样 的 理论 中 是 不 易 克 


服 的 有 @. (61. 1) 必 然 是 第 一 个 及 第 二 个 电子 的 对 称 函 数 ,因而 当 它 
世人 富 


(1) 
He, 9 


m 


@ 这 通常 称 为 Fokker 变 分 原理 ,参阅 A.D. Fokker, Zeits. f. Phys. 58(1929) 
386. 

© P.A.M. Dirac, Proc. Roy. Soc. A180(1942)1. 

@ ”也 有 一 些 理论 ,不 将 此 认为 缺点 , 见 Wheeler 与 Feynman,， Rev. Mod. Phys. 
21(1949)425. 
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Or — clr 一 rz) 


时 ,必然 包含 
人 
亦 即 包含 
obo (61. 8) 
因而 任何 一 个 电子 的 运动 方程 必然 地 包含 了 其 他 电子 所 产生 的 推 
返 势 及 超前 势 . 


在 这 里 可 以 附带 地 指出 ,如 有 果 一 个 电子 所 作用 于 它 本 和 喘 的 影 
响 是 (58. 36) 中 的 一 项 
Ce 三 E,€,)€,, (61. 9) 
这 个 影响 不 能 自 (S; 十 S) 中 引入 了 相当 于 电子 自 相互 作用 的 一 项 
取 变 化 而 获得 . 如 果 在 (Ss 十 S,) 中 引入 了 这 样 的 项 
: DD sy E0 )…。)ds5; (61. 10) 
(注意 由 一 般 性 的 讨论 ,可 以 相信 f 的 变数 中 没有 6), 那么 自 
8 5 可 风 一 个 是 于 的 运动 7 人 三 鸭 
a 加 
ds3 oC ds 2 s\ oe 
7(s)E, 直 £4,)— 2 了 2 二 0 (60.11) 
(参阅 § 51 的 (51.5) 式 ), 式 中 4 为 其 他 电子 所 产生 的 势 。7 满足 


3 . 2 . 
(61. 12) 
为 使 得 (61. 11) 与 (58. 36) 相 同 , 我 们 要 求 
3 2 
me C13) 


人 
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自 (61.13) 可 以 推出 (61. 12) ,所 以 我 们 只 需求 (61. 13) 的 解 . 令 
7 二 mm 十 7 
全 4 守 一 个 了 , 训 的 到 于 四 下 让 人 分 玫 地 富 
有 二 个 或 四 个 或 六 个 等 等 . 讨论 f,g 中 的 某 些 项 ,在 代入 
(61. 13) 左 方 后 含有 三 个 及 五 个 点 ( 指 志 字样 上 点 的 总 数 ) ,这样 
才 可 以 与 (61. 13) 右 方 第 二 项 8,&, 相等 .了 的 这 些 项 必须 含有 四 
个 及 五 个 点 . 因 包 所 ,8 都 是 常数 ,含有 四 个 上 及 五 个 点 的 乘积 
都 是 零 或 常数 . 因此 了 中 不 可 能 含有 一 项 ,在 代入 (61. 13) 后 成 为 
6 6. 抛弃 了 后 ,我 们 要 求 g 中 有 一 项 g1, 满 足 
/ee 


这 显然 是 没有 解 的 . 以 上 证 明了 我 们 不 能 在 拉 格 明日 函数 内 引入 
一 项 ,用 来 描写 电子 对 于 它 本 身 的 作用 . (这 个 情形 ,使 得 直接 相互 
作用 理论 的 量子 化 发 生 了 困难 . ) 

现在 讨论 只 用 一 个 时 间 变 数 的 方案 . 我们 用 此 来 研究 两 个 以 
小 速度 运动 的 电子 的 相互 作用 及 运动 方程 . S1 成 为 


> = me 人 a We Ws | de 


Go 
Sz 十 Ss 成 为 
2 i | < | “ 4” 一 cp)dt， 
(61 215> 
式 中 Aw 代表 在 i 电子 处 的 4 当 只 有 两 个 电子 时 ， 
BL | 】 | | 


A 3 Ee 
cR es 


(2) (2) (2) 为) (2) M2 
2 | [二 | 
9 | 乓 7 TR 


66 162 
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式 中 办 入 夫 自 2 守 202 时 (全国 C3 10 (17: 1 两 武 ). 
(61.15) 的 被 积分 项 成 为 


| 新 e222) en) [二 | 
SC + Ol 十 |] 
2 E> 7 (2)2 a oR (R. uy [二 
-| 所 十 所 RR we 
十 [1,2]. 
ll eVe'2) ee'2) 1 (2) 2 el)e(2) wu 2) 
二 2 R = 4c2 R 902 R 十 le 
(CO. 173 
如 果 我 们 愿意 的 话 ,我 们 可 以 应 用 分 部 积分 法 ,将 上 式 第 二 项 改 为 
ee a ¢| 人 | - e‘le'2) (u® 142) Ne 1 
de dz\R 2 R 


十 (EC2) R)| EE 辣 [LR (us 汪 IN 篇 半 ; 
这 样 便 在 工 中 消去 了 .由 于 OCui),Olwu2) 等 的 被 忽略 , (61. 17) 
成 为 


eve?) e(l)e2(2) uu 2) 


外 
EE 4c2 R 


CD 人 总 R) (PC2) 。 R) 
a 


Sp eVe'2) ele(02) ZL) 六 2) 
外 有 202 R 
DE Co (2) .RR 
全 0 i 


2 RS 


整个 的 拉 格 明日 量 为 


Wi a 
Sy 2 C7 > 
加 上 (61. 18). 由 这 个 拉 格 天 日 量 可 以 算出 总 哈密 顿 量 ( 用 标准 办 
法 ): 
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二 人 ee pi we Se 
a 让 (uD 。 民 )(x22 .RR) 
是 下 
《61. 19 


右 方 除开 第 一 第 二 项 外 , 正 与 $ 6 中 的 (6. 20) 式 相同 .由 此 可 见 总 
哈密 顿 量 依然 是 带电 体 及 电磁 场 的 总 能 量 电 . 
不 难 写 出 由 上 面 的 拉 格 朗 日 而 获得 的 运动 方程 : 


OL -一 uz) RO R) 
et rr 下 
JE BS 2 0 
Q7r 4) ER R? 十 DC2 R3 -一 民 
R (1) R (2) 
二， 人 
1 
R? 
因此 
dO. 全 GO 后 oL 
a DD dr Ou py AFD 二 0 (61. 20) 
成 为 
mi -十 ee(2) KR EC J DR eV) — RO «ud)] 
RR’ C2 民 3 
el)ec(2) U2 R(R: 。 2) 
DE Ri 


如 果 不 用 分 部 积分 法 去 改变 (61. 17) 中 的 第 二 项 ,LL 中 含有 zw) 
& ,因此 必须 记 住 (61. 20) 中 有 9L/9u 的 一 项 .在 同样 的 近似 程 
度 下 ,以 (61.17) 代 入 (61. 20) ,也 获得 上 面 的 运动 方程 .如 果 我 们 
不 忽略 uw“,u“”, 类 似 的 计算 给 我 们 


中 当 工 为 (61.17) 而 食 立 时 ,哈密 顿 量 也 可 以 求 得 .参阅 305 页 注 Q_ 的 文献 .用 这 
个 文献 中 的 办 法 ,可 以 证 明 哈 密 顿 量 也 等 于 (61. 19). 
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( 2 
a eve IR W222 总 3(R 3 Wi ) 
机 本 站 i 


De 2 
eVe'2) ns ; 
十 ars [lu (R.utn)— RO 1) 。u' ) | 
elec?) 


C2) 2 
2 站 ee 2: . 
可 以 指出 ; 自 (17.12》,(17. 二 7 评 算 出 第 二 个 电子 的 电磁 场 , 代 入 
0 efE Te H)/c], 
所 获得 的 式 正 与 (61. 21) 完 全 相同 . (注意 此 处 的 R 代表 自 e 至 
e 中 的 矢量 ,与 (17.12),(17.13) 中 的 RR 不 同 .) 
以 上 是 用 推迟 势 计 算 的 . 如 果 用 超前 势 ,4” ,pg” 的 式 子 应 改 


C2 C2) (C20 (2 


49 一 十 和 + ol 二 | ， 


(61. 21) 


cR 

(2) (2) (,,(2)2 » (2) (2)、2 
We 2 Sj WR CR ”| (二 
” “家 a R Rs 人 


(61. 22) 
这 个 式 子 与 (61. 16) 的 差别 只 在 其 中 几 个 项 的 符号 不 同 . 事实 上 将 
(61. 16) 的 右 方 写 为 (c …) 的 震级 数 ,将 偶数 项 的 符号 改变 (第 一 ， 
第 三 ,… 等 项 符号 不 变 , 第 二 ,第 四 ,… 等 项 符号 改变 ),(61. 16) 便 
变 成 了 (61. 22). 因此 ,在 此 处 的 近似 程度 下 , 拉 格 朗 日 函数 ,运动 
方程 都 与 推迟 势 的 计算 结果 一 样 .但 这 并 不 意味 着 推迟 势 与 超前 
势 的 计算 在 任何 近似 程度 下 都 一 样 ,因为 (61. 22) 与 (61. 16) 显 然 
是 不 一 样 的 . 
在 以 上 的 讨论 中 ,虽然 在 最 后 的 拉 格 朗 日 量 的 式 中 描写 电磁 
场 的 变数 没有 出 现 , 但 在 实际 的 运动 中 ,我 们 可 以 想像 电磁 场 依然 
是 出 现 的 ;只 是 它 不 在 计算 中 出 现 而 已 . 在 近代 的 理论 中 有 一 种 理 
论 ,直接 去 假定 只 含有 电子 坐标 & 及 6,$ 等 的 拉 格 朗 日 量 ,而 根本 
不 去 触及 电子 之 间 的 相互 作用 是 否 须 通 过 一 个 场 的 问题 . 例如 直 
接地 引入 拉 格 朗 日 量 
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23 oy mc? |ds 四 > 1 )2 7) 


x | |E EVEDEL ED 一 £0 ,0 — £9) Jdsds; (61. 23) 


> 一 mc?|ds 十 3 Leo 
x |E EEDGL(E® 一 6 ,6 — £0H) Jdsds;, (61. 24) 


式 中 G 为 某 一 个 函数 .将 G 取 为 适当 的 函数 后 ,我 们 可 以 在 上 式 
第 二 项 的 取 和 中 ,引入 i=j 的 一 项 . 这 样 的 拉 格 朗 日 量 事实 上 有 
时 可 以 相当 于 消去 电磁 场 的 (61. 1), 但 此 处 的 Ss 不 是 
= (16n) El ob 

的 积分 ,此 间 的 电磁 场 不 适合 麦克 斯 韦 方 程 . 换 句 话说 ,已 给 了 
(61. 4) 有 了 时 有 可 能 副 入 二 芥 新 的 (61. D5 使 电磁 场 返 合 一 个 淅 
式 子 ,同时 在 新 的 (61. 1) 中 消去 电磁 场 后 ,使 它 成 为 (61. 24). 那 时 
利用 (61. 24) 去 讨论 电子 的 运动 方程 时 ,我 们 依然 可 以 想像 电磁 场 
的 存在 . 如 果 (61. 24) 不 可 能 由 一 个 适当 的 (61. 1) 像 以 上 所 说 似 地 
导出 ,那么 这 样 的 电子 作用 不 是 通过 一 个 场 的 ,因而 是 不 可 想像 
的 . 在 一 个 唯物 的 理论 中 ,一 个 物体 对 其 他 物体 的 影响 ,必须 是 由 
前 者 逐渐 传播 出 来 的 ,因而 场 的 观念 几乎 是 必要 的 . 

值得 指出 :在 这 样 的 直接 相互 作用 理论 中 ,我 们 通常 引入 各 个 
电子 的 不 同 的 时 间 坐 标 Z19729 “或 各 个 电子 的 固有 时 5$1,S2，…， 这 
样 才 可 以 保证 理论 符合 相对 论 . 当 我 们 用 同一 个 时 间 坐 标 后 ,我们 
便 不 易 选 择 一 个 S ,使 它 在 党 伦 效 变换 下 为 不 变量 . 例如 我 们 不 易 
证 明 (61. 18) 为 一 个 不 变量 . 

将 式 (61. 23) 中 的 6 改 为 G, 显 然 并 不 损害 (61. 23) 式 的 相对 论 性 . 注意 
Q(z) 加 加 为 


1 这。 并 一 ic 
OC a 


二 kdko 
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(参阅 8$ 19 对 于 Gi 的 计算 ) ,因此 (61. 24) 中 G 的 一 个 选择 是 


工人 iE eick (r Or)) I | | 3 
EE e 2 We k: dr 总 FE k? 及 本 d kdpko. 


(61. 25) 
由 此 我 们 获得 了 一 个 新 的 直接 相互 作用 理论 .注意 C 的 挑选 也 不 是 完全 任 
意 的 . 如 果 将 C 取 为 


(TH 3 57 ) 
he ZT(7) | 


OCE® 6 ,€® £97) 
0 ko 7 
4 eol : 
(参阅 8$ 19) ,那么 (61. 24) 的 第 二 项 在 积分 后 变 为 零 . 如 果 将 (61. 24) 中 的 G 
取 为 
ee x 人 Be | a k?)d3kdko, 


两 个 质点 的 作用 也 变 得 太 小 了 . 因此 (61. 25) 几 乎 是 惟一 的 比较 好 的 式 子 . 当 
然 它 亦 有 这 个 理论 中 不 可 避免 的 缺点 , 即 是 作用 于 电子 上 的 势 及 场 乃 是 推迟 
势 与 超前 势 的 平均 . 
如 果 将 (61. 23) 的 [6 一 6 ,6 一 如 7 ] 改 为 
中 由 2)dl8fcaGre TO I en Cl 70 


那么 我 们 获得 了 自 § 60 的 Podolsky 的 场 方程 而 求 出 的 直接 相互 作用 理论 . 
理由 是 极 简单 的 .在 § 60 的 理论 中 , 场 的 S 等 于 


< | 3 
; | (Hm 2 dsxdt 


Kk2 OXxs Oxo 


1 1 He 4) gra 
i Wr Or, 
2 这 | AL Se | 3 
= 二 
一 一 | dxdz 

2C 2 2 ? 


因此 S: 十 S: 一 亏 S:, 与 以 前 相同 . 如 果 只 有 两 个 电子 ,第 一 个 电子 对 于 过 
的 贡献 为 

ee 3 二 | 本 1 3 

二 了 A(Ddixdi = 5)i [A GD 一 4 (DJ]Jdxdt (61.27) 
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2 1 | (2) ， 
A 2 | 
; 1 3 Ji(«b) 
人 i rdbd x® 
(r = |x®™ — x |), 
(61. 27) 成 为 


Kk . ; Ji (Cx) 
| ee {6? 二 i Ee x |2y12 


x 3| 7 EE 1 (gp2 I 性 一 Xe(C2) 1 二 |asx varvasx earede, 
Cc 
与 第 二 个 电子 对 于 性 2 的 贡献 相 加 ,将 * 换 为 6, 获得 


(Kk/c)e'Ve ©" ||éé dads (xb) 


X 6G[cz(rm ro |€V — £02]db. (61. 28) 

除了 (7) 与 (12) 字 样 上 的 差别 外 ,上 式 即 是 (61. 26) 乘 上 cleVeEWEG@ 对 
s152 的 积分 . 

可 以 证 明 ,(61. 26) 即 是 以 

(k? — Ri) 1 — (Rk: — ko rr?) 

代替 (61. 25) 的 花 括号 内 的 项 而 构成 的 (61. 25). 也 可 以 证 明 在 这 个 理论 中 ， 
我 们 可 以 在 (61. 23) 第 二 项 中 引入 :一 7 的 项 . 

最 后 ,让 我 们 指出 ,也 不 难 在 这 里 建立 只 用 一 个 时 间 变 数 的 拉 格 朗 日 函 
数 . 每 个 电子 所 产生 的 A,p 见 (60. 43), (60. 44) 式 . 如 果 只 有 两 个 电子 ,六 S: 
等 于 


el Di 


(2) 
2 __ ix exp(— AR) Wi 后 | 


Zc 
CR 二 " 玉 
es xR)| 和 所 二 二 本 
(2)、2 (2) 
一 种 + | lr 


在 忽略 O(u1) ,DO(zz),O(C 3) 的 情形 下 成 为 
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(1) ,(2) Gl) (2 aCl) (2) 


CC € 二 u 。 
e‘Ve'?) (wu Ls R) (PC2) 。 R) 和 ee (un R) (PC2) © } 
De R’ 2 R’ 


由 这 个 拉 格 朗 日 量 而 算出 的 哈密 顿 量 及 运动 方程 等 不 拟 在 此 讨论 ,因为 这 个 
讨论 没有 很 多 意义 . 


$62 多 时 理论 


多 时 理论 是 由 量子 电动 力学 的 研究 而 来 的 出 ,对象 是 含有 恩 
定数 目的 电子 的 量子 系统 . 引入 这 样 理论 的 目的 ,是 使 所 写 出 的 波 
方程 完全 地 符合 相对 论 . 不 难看 出 ,这 个 理论 可 以 几乎 一 字 不 改 地 

拿 到 经 典 电 动力 学 中 来 . 由 于 多 时 理论 及 “ 超 多 时 理论 ” 
(cBepxXMHOTOBpeMeHHptr opMarusM) 在 近代 量子 力学 中 的 重要 性 ,我 
们 在 此 叙述 经 典 电 动力 学 的 多 时 理论 . 

在 这 个 理论 中 ,电子 数目 是 固定 的 , 共 n 个 .独立 变数 是 它们 
的 固有 时 s1,s2,…. 被 研究 的 函数 是 电磁 场 的 势 A 及 电子 的 位 置 
6&6, 动 量 我们 并 不 讨论 Stsz，… 等 所 有 的 全 ,而 只 讨论 Stysz，… 
满足 

1 《2 
的 情形 . 在 这 里 ,i ,ps 是 ws 的 函数 ,而 4 不 但 是 yy,… 等 的 函 
数 ,并 含有 一 些 参量 zi,zz,zs,zi, 成 为 
2 A C6202) 
必须 强调 , (62.2) 中 的 zs( 虽 然 含 有 t 字样) 在 这 里 的 理论 中 的 地 
位 是 一 些 参量 . J ,Pp ,4 的 运动 方程 为 


(z) 
dé® /ds;= 二 a - EAE ;51s2, ee) | 有、 (62.3) 


ee 


中 P.A.M. Dirac, B. Dor and B. NononpcKni, Sow. Phys. 2(1932)468; P.A.M. 
Dirac, Annal de [’Inst. H. Poincaré, 9, 13. 
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dp® /ds;= (e/c) EY (3a4,/aro)。 ee， ce 
3A,/90s;= 4re EV Dz — €°), (62. 5) 

式 中 D(x,z) 代 表 
es " Sn eqs i gr |sinCk x 一 kct) -4 (62. 6) 


(参阅 §$ 20 的 (20. 20),(20. 22) 式 , $19 的 (19. ne 
下 


] Pan St, 攻 
(ele — :二 页 |= prot B02. 7) 


此 外 ,我 们 还 引入 两 个 式 子 : 
324,/arazr, = 0， (62. 8) 
94./ar + 4r > e D(z — £0)=0. (62. 9) 
(62.3) 一 (62.5),《62. 8),《62. 9) 是 全 部 的 运动 式 子 . 
首先 让 我 们 指出 : 这 些 式 子 是 可 以 有 解 的 ,而 在 解 中 ,和 ,六 
只 为 s; 的 函数 . 先 讨 论 (62. 3), (62. 4), (62. 5). 如 果 (62. 3) 可 以 
行人 
S79 VB Ro R00 
OMS ) 
OF 
又 因 哦 们 所 选择 的 等 满 司 @6201)) 因 册 上 式 等 革 洗 . 闻 昱 ， 
(62. 4) 右 方 对 s; 的 微分 含有 一 项 


9 [04,(zx,51,52,."**) a fs ey 
Os; On 本 一 we i 


而 这 一 项 在 (62. 1) 满 足 时 也 等 于 零 . 因 此 虽然 (62. 3),(62. 4) 右 方 
似乎 含有 $51,52，…si-1,5it1，… 字 样 ,但 实质 上 它们 都 只 是 s; 的 苹 
数 .它们 两 式 的 能 够 被 积分 ,因此 不 成 问题 .为 了 使 (62.5) 式 有 解 ， 
我 们 要 求 


Ye () EC7) _ £0) sa (DD ED) £0) 
eR Ss "O(N Te SD 0 


3 Ane PEDDE® sa 
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因为 两 方 都 是 零 , 所 以 上 式 是 满足 的 ,因而 (62.5) 式 有 解 . 

至 于 (62. 8), (62.9) 的 成 立 , 我 们 可 以 证 明 如 下 . 令 在 起 始 时 ， 
水 即 征 51 和 570 区 三 os 下 国 (062.8),(629) 式 诬 灾 .及 训 二 于 
(62. 5),， 


Se < es -一 94.。_ 二 二 2: (i) £1) (i) 
Gy OX,OX, OX,0Xx, Os, OXx,Ox me : 0 
又 由 于 DD 的 性 质 ， 
35DGCz)/amzam = 0 (62. 10) 


一 点 可 以 由 万 的 定义 证 明 ) ,得 
62 /ONO NO = 6, 
a 8) 在 任何 * 时 都 成 立 . 同样 ,因为 


i 
EE 2 三 这 oD(z = &EG) ) dé®™ 
~ Oz, Ee 0%, ds 


(站 9 站 (7Z 到 和 Je | 
可 以 由 起 始 条 件 获得 在 任何 s1,s;,… 时 的 (62. 9). 

不 妨 在 此 补充 一 两 句 关 于 DD 的 性 质 的 讨论 . 上 面 已 提起 
(62.10) 式 .不 难看 出 D(x, 忆 即 是 


ji Br 
由 此 可 以 看 出 (62. 10). 此 外, 它 显然 地 适合 
D(x,t) = D(— x, + 2£)， EC 
Ke 


一 SC 一 6) 一 4re 
On 


ds Rd (62. 11) 


— ko) 


(62. 12) 
也 适合 
[OD(x,t) /9t] 0 = Ox)e; (62. 13) 
事实 上 ,利用 (62. 6) 式 ,上 式 左 方 成 为 
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| 


CRf)cd 天 一 有 ae 


最 后 由 (62. 11) ,我 们 看 出 D(x ,zt) 是 一 个 不 变量 ,使 (62. 5) 符 合 相 
对 论 . 我 们 也 可 以 直接 自 (62. 6) 证 明 D(z,it) 是 不 变量 . 为 此 ,将 
(62. 6) 写 为 


i | (Em Po Ee) dk 


87 21 k 
因为 exp Gik。x 一 igczt) 是 不 变量 ,所 以 只 消 证 明 dik/k 是 不 变量 . 
事实 上 , 令 在 O 系统 中 有 一 些 矢 量 大 ,它们 的 顶点 构成 一 个 小 体积 
3Yxs(K 空间 的 体积 ) ,又 令 在 O' 系 统 中 这 些 相 应 的 矢量 构成 一 个 小 
体积 5V ,那么 我 们 有 


SV. DORs kashg) 


现在 令 
-> 
得 
k; = aijkj 十 ai 大， 
和 = oj 十 wai 2 一 oj 十 oai 多. 
因此 
DG 


k 
DU [ole 


Ql 二 Qui(Ri/R) … 1 a 
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Q11 Ql2 Q13 Q14 
Q21 Q22 Q23 Q24 
431 Q32 Q33 Q34 


TO 
依照 最 后 一 行 展 开 , 便 得 了 
k !'(auk — iok;) = k'/k. 
这 证 明了 5V4/6V4 二 k'/k, 亦 即 6Vs/k 是 一 个 不 变量 ,使 (62. 6) 为 


“MM 
多 时 理论 与 只 用 一 个 时 间 变 数 的 联系 是 这 样 的 . 令 
nye = 一 一 SACrss1ssas.) 是 
MT v= VY 
(62. 14) 

式 中 右 方 的 微 商 都 是 对 z 中 的 xz1,zz,Zzs,t 的 微 商 . 令 

二 De Sha 

名 = ee We 


那么 E ,H' 满 足 麦克 斯 韦 方程 . 证 明 如 下 . 首先 , 令 任 何 T519529""" 
等 的 函数 政 在 元 二 t 二 … 二 t 时 称 为 所 (x) ,得 
WC ) =aV a = (VV = 0 (06216) 


VX (B) = (VXE)'—— tH . (62.17) 
以 mr … 人 代替 Si,s， ,作为 独立 变数 ,得 
| 
四 
二 
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(947V/ez 放 /Eee 人 站 (天 二 二 0) 三 0 
得 


oH’ | > 入 
Of ot 
因此 与 (62. 17) 合 并 ,得 


Vx (B) = 一 二 < 各 (62. 18) 
C t 
义 


Vx (H')=VYX (VX A’) 
-3 
3 = | 有 TE 


i 


-到 


V24 十 VCV 4 )， 


ot c\ or 
人 
因此 
| 
+ 一 引 人 直人 


OriOL 
(62.19) 
右 方 第 一 、 第 二 项 的 和 等 于 零 ( 见 62. 8) , 右 方 第 三 项 为 
人 
因而 等 于 零 . 又 (Par)' 等 于 零 ， 


OA | O RE 
二 | 半生 | 一 十 点 | are®8 (G 门 (人 So) | 


,Ar dos ca) 
+ et 9 x 6°°) 
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( 见 (62. 13) 式 ). 因此 (62. 19) 成 为 寻常 的 
] OF’ 


VX H! E 2 pe VOW Cx 全 二 < (62. 20) 
最 后 
|! A 
VP=V:|-vp 一 二 仿 ] 
= 一 (Vp' 一 上 [ 旦 V.4| 
eal 3] 二 | 总 | 
下 [ 强 lm 


Sal de | | 
号 Sl Z 3 4j ] 
ES lS[-— A Se DR DN so)]} 
= C62- 21 
亦 即 是 我 们 所 需要 的 . 以 上 证 明了 E',H' 与 寻常 的 麦克 斯 书场 完 
全 相同 . 
因为 运动 方程 (62. 加 入 (62. 4) 右 方 实际 上 与 S19529"°"95i—19 
sit1， “无关, 我 们 可 以 在 这 两 个 式 中 的 右 方 中 令 S Se 
Tl 二 Ty 二" (02: 22) 
尔 即 是 让 s 等 中 有 一 些 关 系 : 
Sj = (062 23) 
在 (62. 3), (62. 4) 中 消去 p", 再 引入 (62. 22) 式 及 zt 二 t ,获得 了 


aé fa4 as] | 了 到] 
村 Bis -Orn 6 2 OY Rn WO 


2 
ds; xi 


<|| | | (62. 24) 


上 式 右 方 第 一 项 中 的 方 括号 即 是 E',H' 所 构成 的 五 w, 第 二 项 、 第 
三 项 分 别 等 于 零 ( 因 94w/as; 项 在 此 等 于 零 ). 因此 质点 的 运动 方 
程 与 以 前 的 理论 也 完全 相同 . 


m 
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如 果 将 (62.5) 中 的 D(z 一 6 ) 改 为 
3 人 

式 中 “2 代表 一 个 极 小 的 类 时 矢量 ,那么 (62. 24) 右 方 第 二 、 第 三 项 
依然 为 零 而 (62. 24) 右 方 中 相 当 于 自 相 互 作用 的 一 项 变 为 (58. 36) 
右 方 的 第 一 项 ,使 (62. 24) 可 能 与 狄 拉 克 经 典 电子 理论 中 的 运动 方 
程 (58. 36) 相 同 . 这 一 点 可 以 直接 地 证 明 . 由 (62.5) 式 , 取 以 下 的 
解 @ 

QU(CZysiys 和 ) -0 SD 一 上 5) 十 MA) 


二 D(z — §€7 — NAN)}ds,, (02 26 
了 3 Hl 0. _ £0)) 
Ox, 本 3] a 4 了 人 
二 D(z — 67 = yds (62227) 


当 我 们 在 上 式 中 以 如 代替 zx, 再 令 友 = 二 ts 二 … 二 t, 上 二 式 右 方 中 ] 
不 等 于 i 的 项 即 是 7 电子 在 i 电子 处 所 产生 的 推迟 势 及 势 的 微 商 . 
注意 对 于 这 些 项 而 言 ,A 是 可 以 忽略 的 (如 有 果 所 有 的 电子 不 走 得 太 
徘 近 的 话 ). 对 于 j=i 的 一 项 ,我 们 必须 认真 地 考 不 引入 “4” 的 效 
果 . 让 我 们 在 (62. 26) 中 只 留 下 j==i 的 一 项 .将 下 标 i,j 不 骨 写 出 ， 
而 将 积分 号 下 的 s 写 为 s' ,我 们 所 求 的 
Es 2 
Or FO 0 


(62. 28) 

可 写 为 二 项 的 和 ,一 为 

wre3| 人 | 
xX (sl rcs) 0 pa = | 


@ 用 (62. 26) 中 的 hy 去 讨论 电子 的 运动 首先 见于 Wentzel 的 工作 ,因此 (62. 26) 
中 的 4 也 称 为 Wentzel 势 . 参阅 Wentzel, Zeits. fir Phys. 86(1933)479. 
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一 Cr) 一 rG9 ) 一 in 十 一 15Gs) 一 6(s') 十 2| Jas’, 


(62. 29) 
一 为 “一 妨 代替“ 十 如 的 上 式 . 不 妨 令 “4” 为 过 去 类 时 矢量 ,因为 这 
样 的 限制 并 不 影响 (62. 25) 式 . 这 便 是 令 
Si 
(62. 29) 可 以 认为 电子 自 Y = 一 co 至 固有 时 ys 的 一 段 运动 所 产生 
在 ((Gs) 十 1) 点 的 
方 (推迟 势 一 超前 势 ) 
的 电磁 场 ( 见 图 38). 这 一 段 运 动 在 (5) 十 4 点 既 页 4， 
献 了 推 运 势 , 也 贡献 了 超前 势 ; 事 实 上 ,以 (&(5) 十 4) 修 、 
为 顶点 的 过 去 及 将 来 光 锥 面 ,都 与 这 一 段 世界 线 相 | ,2 
交 . 当 我 们 以 一 4 代替 十 4 时 ,(62. 29) 的 值 变 为 零 ; 矿 
因为 在 此 处 ,我 们 看 到 以 (&(s) 一 力 为 顶点 的 过 去 及 
将 来 光 锥 面 不 与 电子 世界 线 自 s'= 二 一 至 ;的 一 段 
相交 . 因此 当 240 时 ,(62. 28) 即 是 (58. 37) , 亦 即 是 
(58. 36) 中 的 
2 汪 
这 样 的 理论 通常 称 为 “4 极限 ”过 程 . 图 38 
注意 这 样 的 理论 不 符合 相对 论 原 则 (如 果 要 求 严格 的 话 ), 因 
为 (62. 25) 中 的 4 是 一 个 第 矢量 , 它 的 分 量 对 于 不 同 的 系统 取 不 同 
的 值 , 使 得 含有 D; 的 (62. 5) 式 对 于 不 同 的 系统 取 不 同 的 形式 . 虽 
然 如 此 ,我 们 相信 当 人 >0 时 ,理论 是 合乎 相对 论 的 . 
多 时 理论 中 的 方程 ,可 以 写成 正则 方程 . 在 寻常 力学 里 ,如 果 
gi;g2， “是 广义 坐标 ,pi,ps，,… 是 它们 的 动量 ,那么 正则 方程 取 以 
下 的 形式 : 


0 an (62. 30) 
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引入 两 个 力学 量 4,B 的 泊 松 括号 ,定义 为 


aie5i eag 
[4A,B] = 3 | (02. 71) 


便 获得 了 
[g;,q9;] = 0， [pi,p;j = 0， 
[9g;, pj] Ee 0ij， [pi,p;| a 0ij， 
dg: _ J (62. 32) 
有 Mens He EBA 


dd 
1 [A,H|. 


如 果 有 许多 独立 变数 RE ,而 运动 方程 为 
ag。_aHi ap。 8 


0 EGR “9s, pj 
那么 (62. 32) 改 为 
dq dy 
人 = 图 本 -Pe le 
dA 
sa [027 
当 五 等 中 不 明显 地 含有 s 时 , (62. 34) 有 解 的 条 件 为 


O O 
0 as. LA, Hj 


CW (02 33) 


(02884) 


亦 即 
EA 1 
= A | 


[EAB ,Ch LBC leAdeh | LGAsB SO 
(上 和 式 可 以 直接 由 定义 证 实 ) ,得 
[[H;,H,],A] = 0. (62. 35) 
所 以 一 般 讲 来 ,LH;, 厂 ;)]==0 力 是 积分 条 件 . 
在 我 们 此 处 的 理论 中 我 们 可 以 避免 引入 类 似 (62. 30)， 
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(62. 33) 的 式 子 而 直接 引入 类 似 (62. 31) ,(62. 32) ,(62. 34) 等 式 的 
式 子 . 由 于 (62. 8) ,我 们 可 以 将 4, 写 为 


A, EE 人 ee EE "We (d3k/k) (62. 36) 


J 
| 
式 中 的 ocx ,az 都 是 s1,s;，,… 等 的 函数 .代入 运动 方程 (62. 5) ,获得 
Oa | | 
一 一 后 这 2 EO 5 人 ik .ED iRcrG ) ， 
(62. 30 
ee 一 (i) £2) (i) "7 
= 6 cor jiexp (Ik: “EB 2 ker™). 
(62. 38> 
(62. 37) , (62. 38), (62. 36) 便 完全 地 代替 了 (62.5),(62. 8). 将 力 
了 A 认为 是 SD» We ,0 ”的 孔 数 ， 引入 泪 松 括号 [LA4 ,Bj 的 定义 : 


oA 9B oB oo4 
[48] 一 也 | 3 3693p9 3 | 


dA 6B 6¢6B 04 
— 5) [antsci 
多 


dk © 


k 
(602330> 


i 


da da San danm 


表 引 入 
(71) Ce (i) cd . 
H.; = | 一 4 2 = 4.G) |， (62. 40) 
便 不 难 证 明 
人 | op © 
有 让 和 = 1; Os EE 一 [2 


便 是 运动 方程 (62.3),(62. 4)， 


Cc 过 
5 = [LS ， Hj;] = = Ow a = lat sk 


正如 我 们 所 欲 的 . 而 


亲本 (62. 41 ) 


@ ”注意 这 里 又 有 险 密 顿 导数 . 参阅 8 52 的 讨论 及 320 页 注 中 的 文献 
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Oa Oa ， a 
有 5 [ep 7 本 Rs Bede | C02. 42) 
让 她 (62- 37) 《62.38》. 四 (62.36)>(62 2); 可 以 凌 得 
24 
a bl (62. 43) 


这 样 我们 站 运动 方程 (02: 3) (62. 人 5XA62. 5) 生 态 J(62.41)， 
(62-42)F(62. 14120 的 形式 -这 个 形式 三 际 力 正则 力促 (062 .309 
(62. 33) 的 推广 . 


由 [A,Bj] 的 定义 , 知 
ae | = 05lp; 蕊 | 一 0， E62 050w， 
et a |. (62. 44) 


[ai yaw = 0,(— 2nkci)OY Ck — Kk’). 
此 外 , ,pp 与 a1;a 的 泪 松 括号 都 等 于 零 .利用 (62. 44) 及 
(60 30 下 


区 i lg — @~ik(e—z)+ike(—e)] 


x (一 2rkci)&-2d3K6。 


,Sinkc(t—z 
人 le ne tpe, 


= NT 0 
二 G62.M453 
这 个 关系 在 量子 电动 力学 中 是 极 重要 的 . 由 (62. 45), 可 以 算出 


(i (1) 
[A(72) ,Hi = m7!| po 一 一 4.G)]| 二 一 | (一 4rcD(z — €®)) 


由 而 直接 地 证 明了 (62. 43) 即 是 (62. 5). 
因为 这 里 的 五 不 明显 地 含有 si,sz,…( 当 外 界 场 存在 时 ,这 个 
情形 可 以 改变 ), 因 此 积分 条 件 即 是 
[Hi,H)] =0 天 力 . (62. 46) 
用 了 (62. 44) ,可 以 算出 
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(7) ,C1) 

[FH;, Hj] = Lp 一 和 420) ||p® 一 全 49 4 后 二 一 | 
X (一 4rc)D(CEe 一 67 )， 

由 于 (62. 1) 的 限制 ,上 式 右 方 等 于 零 , 因 此 我 们 证 明了 (62. 41)， 

(62. 42),(62. 43) 是 可 解 的 . 

现在 回 到 (62. 8), (62. 9) 两 个 式 子 . (62. 8) 已 经 满足 ( 见 

62. 36 式 ) ,所 以 不 必 讨 论 . (62. 9) 所 给 我 们 的 ,事实 上 疙 是 一 个 运 
动 积分 . 如 果 下 是 一 个 运动 积分 ,那么 


SF /0 -68/95 ES (62. 47) 
亦 即 

[F,Hij=[F,H,]=…=0. (62. 48) 
现在 


EE 


= 3 [A Hi] 十 4ree[D(z — §%),H)] 


a 4ncD(z 一 《0)) 


Tp 


ECG) 
C 


a 


EC (2) 3 , 
5 4ne™"m, 由 EY $A) |em De sp Se" 二 0， 
因此 (62. 9) 左 边 是 一 个 运动 积分 . 因此 我 们 可 以 始终 地 有 (62. 9) 


的 或 于 . 

以 正 的 诗话 是 由 分 才 寺 才 量 于 化 的 当做 :在 量 了 于 为 年 中 国志 
质点 数 可 以 改变 的 情形 ,这 个 理论 又 遇 到 了 新 的 困难 . 

不 妨 指 出 ,如 果 将 (62.40) 的 五 ; 改 为 


-co{— [po O40 | — 4) |) ,C62.49) 
以 上 的 讨论 都 继续 有 效 . (62. 49) 更 接近 于 量子 力学 中 狄 拉克 电子 
的 哈密 顿 量 . 此 外 ,我 们 也 可 以 用 i 电子 的 


c (me 午 | 可， ea 二 eg 
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为 它 的 哈密 顿 五 ;. 这 些 情 形 正 与 $ 51, 8$52 中 的 情形 相仿 佛 , 在 此 
不 拟 重 复 . 

由 于 量子 电动 力学 的 需要 ,有 人 企图 在 (62. 41),(62. 43) 中 消 
去 电磁 场 的 纵 场 . 这 个 企图 至 今 尚未 成 功 由. 

以 王侯 述 了 风 丰 比 梳 近 代 的 关于 和 打量 从 作 是 没有 介 党 
而 值得 学 习 的 理论 有 以 下 两 个 : 

(i) 狄 拉克 的 新 理论 . 文献 见 Pro. Roy. Soc. A209(1951) 
291; 212(1952)330; 223(1954)438. 

(i) 有 大 小 的 电子 的 理论 .文献 匈 § 56 的 注 . 其 中 最 完整 的 理 
论 是 Mac Manus 的 理论 . 

这 些 理论 不 在 此 介绍 了 . 我们 在 此 结束 这 一 章 . 


中 P.A.M. Dirac, Communication of Dublin Institute for advanced studies, 
Series A No. 1，1943; 张 宗 燃 , 物理 学 报 , 11(1955)453. 
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$ 63 ”以 小 速度 运动 着 的 电子 


现在 让 我 们 叙述 电子 运动 的 几 个 例 , 使 我 们 对 于 电子 的 运动 
有 更 具体 的 认识 . 首先 讨论 以 小 速度 运动 着 的 电子 .所 谓 “ 小 速 
度 ”, 即 是 指 速度 & 比 光速 c 小 得 很 多 的 情形 . 那 时 电子 的 运动 方 
程 是 


二 四 Ce , i id ed 


当 外 界 力 不 存在 时 ,我 们 立即 算出 
= Ce'n, (63. 2) 
u = Cibe® 十 C， (63. 3) 


有 
= -36e /mec 37o/c|. 


当 Ci 取 适 当 值 时 ,速度 w 的 大 小 的 确 随 时 间 而 减少 .由 (63. 2) 可 
以 看 出 : 当 ;ice 时 ,wx >~co. 但 在 这 一 节 中 ,这 一 点 不 是 理论 的 真 
正 困难 ,因为 在 wu 取 相 当 大 的 全 时 ,(63. 1) 已 经 失效 . 

电子 每 秒 所 放射 的 能 量 为 


2 
4 i? 一 四 “3 (C1e®), (63. 4) 
而 电子 能 量 的 增加 为 


一 Mu 。 2 一 m(Cibe'’® 十 C,) be Ce 


d | 1 
dr 一 712W2 
二 加 Cie a6 (63. 5) 
依照 能 量 守恒 ,(63.4) 应 与 (63. ep 但 事实 上 
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它们 并 不 如 此 . 
讨论 有 一 外 界 电场 E” 时 的 情形 , 那 时 
ye (63. 6) 
今 
E"= Ecoswt = Re(Ee™™’), (CO 7) 


式 中 Re(…) 代 表 (…) 的 实 部 分 .运动 方程 成 为 


到 一 buU= MIeRe(Ee 一 ”)， 


今 
六 一 Re(ue “’), (63. 8) 
代 六 下 到 于 
Uo = eEo/m(l 二 1b0), 
由 此 得 


eBEs 1 
m(1 + ibw) (— iw)™ 

以 上 所 讨论 的 情形 即 是 自由 电子 在 光波 作用 下 的 运动 . 它 对 
于 外 来 的 光 而 言 有 一 个 “有 效 帘 面 >c (9 中 中 ekTHBHoe ceueHHe ) ， 定义 
为 它 每 秒 中 所 放射 的 电磁 能 与 外 界 电磁 场 的 能 量 在 每 秒 中 在 单位 
面积 上 所 流 过 的 量 的 比例 . 所 以 定义 这 个 比例 为 “ 有效 稚 面 ”, 力 是 
因为 对 于 外 来 的 电磁 场 的 能 量 而 言 ,电子 所 散射 的 量 ,正好 像 电 子 
有 一 个 如 此 的 面积 似 的 . 电子 每 秒 所 放射 的 能 量 为 
(ZS (E/E 


—iwt 


u 一 Re 


对 时 间 平 均 ,得 
这 Cc yy —iwt 2 oe ee 去 —iwt .> “| 
ee [Re(Czoe “’) = 本 2 (Uoe 十 Ue 
i 二 
2 T= 3 Cpe(l 十 wo’) 
(63. 9) 


(上 式 中 “一 一 ”符号 代表 平均 ). 在 求 得 上 式 的 右 方 时 ,我 们 用 了 以 
DR 
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Er — eT — 0. 
外 界 电 磁场 能 量 每 秒 在 单位 面积 上 所 流 过 的 值 为 
C C 
to he 


平均 值 为 
(C7 NO BS (Bm (63. 10) 
因此 有 效 截 面 为 (63. 9),(63. 10) 的 比 , 亦 即 
87nr? e? 
Ts [" - 


cz 
引入 外 界 的 光波 的 波长 4, 又 引 co 为 8x r?/3, 获 得 
(0 


ey 


o (63.11) 


et ) 之 ro 时 ， 
CR 0 = BT (人 二 由 2 
亦 即 有 效 截面 正 像 一 个 以 (8/3)zro 为 半径 的 圆 球 的 截面 . (63. 12) 
即 是 汤姆 孙 (CThomson ) 的 结果 . 这 是 可 以 想像 得 到 的 ,因为 汤姆 孙 
在 计算 c 时 忽略 了 辐射 阻尼 ,而 在 4 宇 ro 时 ,相当 于 辐射 阻尼 的 项 
是 可 以 忽略 的 . 当 4<ro 时 , (63. 11) 成 为 
o = (3/2r)4. (63> 13 
与 实验 比较 时 ,我 们 可 以 指出 : 大 体 上 讲 , (63. 12) 与 实验 符合 ,而 
(63.13) 不 能 同 实验 比较 .后 一 点 的 理由 是 ,ro 比 电 子 的 康 普 顿 波 
长 4/mo) 小 ,因此 当 4xro 时 ,A 寺 (4/mc), 因 此 我 们 必须 援 用 量子 
力学 ,而 不 能 再 用 经 典 力学 去 处 理 这 个 问题 . 
讨论 在 这 个 问题 中 的 能 量 守 恒 . 电子 的 能 量 的 变化 mu 在 一 
个 长 时 期 中 的 平均 值 等 于 零 , 因 
辫 
电子 每 秒 所 放射 能 量 在 平均 后 成 为 (63. 9). 外 界 每 秒 所 作 功 的 平 
均 为 


1 7 
| mu * udt = 
0 


(mu’|r 一 mu’|o) > 0. 
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eE” .uu, 
亦 即 
ls iwt —iwt EE eo 1 —iwt 
Se i + bo) (— iw)™ 
eEo Be iwt 
. m(l1 一 1bw) Wy | 
的 平均 , 亦 即 
eiF: 网 本 本 | 
4mw\— 1(1 + ibw) 1(]1 — ibw) 
eiEib 2 


二 证 。 
I 2m(1 十 bw ) 本 3c3m? (1 a b2w’) 9 (63. |) 


正 与 (63. 9) 相 同 . 这 一 点 是 值得 满意 的 . 

以 上 是 对 于 自由 电子 的 讨论 . 对 于 束缚 电子 , 则 讨论 非常 复 
杂 . 我 们 在 此 只 作 一 个 粗糙 的 计算 , 即 粗糙 地 估计 在 氨 原 子 中 电子 
轨道 的 改变 的 趋势 . 假定 所 讨论 的 轨道 在 辐射 阻尼 项 不 存在 时 是 
一 个 圆 ,半径 为 2, 而 又 假定 在 辐射 阻尼 影响 下 ,/ 有 了 改变 ,而 改 
变 极 慢 . 因此 


UN— (uw /Dr/r, (63. 15) 
由 此 算出 
| | = w/e, (63. 16) 
而 方 回 为 一 & 因此 |z| 的 方程 为 
2 
mS lul 十 生气 lxls/B =0. (63. 17) 
/ 的 运动 方程 为 
d2/ 2 ] 
We (COS 8 


所 以 我 们 的 问题 为 在 (63. 17),(63.18) 中 求 ,7. 为 简单 起 见 ,只 
讨论 在 t=0 附 近 的 运动 . 假定 在 1=0 时 
mu’/l = ee/l:, dl/dt = 0, 
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2 
[| 60)| = ( 宪 生 Juc0)s /40)?) + Ee 
Cm 


a 工 | 4 


3 S88 
6 | e+ 


4 
= a C62 Le 
令 W 代表 电子 动能 及 势能 的 和 , 亦 即 
We = i (63. 20) 


得 
WGQ)= W(0) my Wot 十，…， 


= /6 Cu TI 
(63. 21) 正 与 能 量 守 恒 的 式 子 相符 合 . 
为 体会 束缚 电子 的 运动 ,不妨 讨论 一 个 谐振 子 的 运动 ,因为 它 
们 的 性 质 有 类 似 处 . 这 在 下 一 节 中 讨论 . 
3 64 谐振 子 的 运动 


在 没有 引入 辐射 阻尼 项 前 ,运动 方程 为 


772 十 RS 
为 简单 起 见 , 让 我 们 讨论 一 维 空 间 的 谐振 子 , 它 的 运动 方程 为 

m €+ k=0. (64. 1) 
令 wo 二 如 /m ,得 

= €0 cos (wot 十 9)， (64. 2) 


或 
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:Ree (64. 3) 
(64. 3) 式 中 6 为 一 复数 ， 
引入 辐射 阻尼 项 后 ,运动 方程 为 
Ne) E+ kéo=0. (64. 4) 


依照 寻常 解 此 类 微分 方程 的 办 法 ,我 们 假定 
So— ReCee™ 
式 中 ,ww 为 尚未 决定 的 复数 ,而 以 Se “代入 (64. 4). 这 样 便 获 
得 了 
— wo— biw tt (k:/m) = 0. (64.5) 
当 buo 委 1 时 ,第 二 项 是 一 个 较 小 的 项 ,这 时 我 们 可 以 将 上 式 近 似 
为 


二 biw?w 十 wi 二 0， (64.6) 
求解 ,得 
WO wi 或 WwW ， 
(64.7) 
| 一 wo 一 J wW, 一 一 wo 一 ee 
2 2 

因此 £ 为 

a (64. 8) 


式 中 6 为 任意 复数 . 因此 不 论 我 们 用 (64. 8) 的 哪 一 个 作 解 ,# 成 为 


Ce 十 和 )， 
让 我 们 讨论 如 此 运动 着 的 电子 所 放射 的 场 . 我 们 在 此 假定 电 
子 自 上 一 0 时 刻 起 开始 放射 . 每 秒 中 的 放射 为 


| 0 
0 (t < 0). 
让 我 们 引入 tksa ,定义 为 


(64. 10) 
ERad 二 0 (zt = 人 
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放射 便 成 为 
(2/3) (ez/cs) CE peg)?. CO ly) 
当 & 为 (64. 8) 第 一 式 所 决定 时 ,我 们 不 难 证 实 


enRad = Re |m 一 Se 一 a ; “(84.112 
”oo 一 ol 十 baoi 


因为 当 达 >0 时 ,我 们 讨论 在 w 的 复 平 面 中 一 个 围 线 积分 ,一 部 分 
为 沿 实 轴 自 一 ce 至 十 ce , 另 一 部 分 为 一 个 极 大 的 半圆 ,圆心 在 原 
点 ,在 下 半 平 面 内 ,利用 留 数 理论 ,证明 (64. 12) 括 号 中 的 项 即 是 
6 exp (一 iwt)3; 当 zt<0 时 ,讨论 另 一 个 围 线 积分 ,一 部 分 为 沿 实 轴 
自 一 ce 至 十 co , 另 一 部 分 为 一 个 极 大 的 半圆 ,圆心 在 原点 ,在 上 半 
平面 内 ,利用 留 数 理论 ,证 明 (64.12) 括 号 中 的 项 等 于 零 . 由 
(64. 12) 知 


4 Er 人 Se "le 六 eidw 
Ee 2 


二 1 2 
”wo— woO— bwi 


2 
(64. 13) 
先 讨论 自 t==0 至 t= 二 00 的 全 部 放射 .这 等 于 


(2739 (ec) ea 
0 


将 bwo 与 为 7, 将 ERad 写 为 
ln f (we dw, C814 
得 


Es 一 上 一 o2 (we dw. 


因 6 为 实数 ， 
f(w) = f(— w)’*, 
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2 | wf weidw | a 
y @ 
2 2 一 2 x 2 sin( wT 
| Cra)’de = | 六 人 


但 已 知 
pe sin(p 一 wT 
ww 


Jim > = nO0(y 一 w), 


此 得 


7 
| (Ea) dt= 2x | | wp fF 6Cw — pydwdp 


=2r| lfl) ld 


出 | 4z| wlf le) 2 CD 
依照 (64. 13)， 
f(@) = 三 
4 
oO 一 ww 一 一 一 订 
pe 1 oer S080 
|f (w) | E ] 6 1 而 


(w 一 oo) 十 人 (w 十 wo)* 十 


| 5 了 | 
[6 — ln) — [w+ 二 —o 
(64. 16) 
当 YX 和 wo 时 ,我 们 可 以 忽略 上 式 花 括号 中 后 三 项 而 只 保留 第 一 项 . 
地 是 
| Co Co )/ {co 一 wo)? 十 ly). 


167ez 
全 部 放射 等 于 
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2 
4 CSéé: Dn C6d. 179 
6r c | 


将 上 式 写 为 [SCw)dw, 得 


Se (64. 18) 
67r ic3 0 . 


(一 oo 十 二 | 

这 便 是 全 部 放射 按 w 的 分 布 ,将 w 换 为 2nv, 得 全 部 放射 能 量 按 频 

率 v 的 分 布 . 

不 难 近似 地 作出 (64. 17) 的 积分 . 将 积分 项 的 分 子 w 换 为 wo， 

引入 z= 二 2(w 一 wo)/Y,(64. 17) 便 成 了 
有 1 
6X C3 6 0 es 9 x? 

将 积分 下 限 换 为 一 co( 因 内 六 》, 这 是 可 以 允许 的 ) ,得 


2 
六 a Sr 一 pi (64. 19) 


不 难 证 实 上 式 即 是 上 一 0 时 刻 的 
Sm 0 su (64. 20) 
(如 果 在 上 式 中 我 们 令 6 为 S(@) 
Re(&oe “%)). 因此 以 上 说 明 
在 t= 二 0 时 刻 的 电子 总 能 量 , 在 
一 0 后 全 部 放射 . 
(64.18) 中 的 分 布 如 图 
39. 最 高 点 在 w= 二 ww 处 . 当 w 改 


变 至 wo 十 六 7 处 ,高 度 便 降低 


了 一 半 . a 人 高峰 
I 宽度. 因 w/2x gs 图 39 
光 的 频率 ,而 S(w) 与 频率 为 w/2r 的 光 的 强度 成 正比 ,因此 以 上 的 


de 


人 


一 
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曲线 指出 ; 射出 的 光 的 频率 可 以 认为 集中 在 | mw 十 二 yj| / 2x 及 
[wm 一 二 yj| / 2x 中 . 因此 Y/2n 又 称 为 光谱 线 的 宽度 . 半 宽 度 y/4x 
等 于 


(dn) bo = < < (64. 21) 
Cm "ON 
以 上 讨论 了 在 :=0 后 的 全 部 放射 . 不妨 讨论 在 某 一 时 刻 t 附 
近 在 一 秒 中 的 放射 .能 量 放射 等 于 
a 全 (ez/c) {Re(— | 


多 


本 {oreoe 一 全 十 or 5 
虽然 讨论 目标 是 在 某 时 刻 上 附近 每 秒 中 的 放射 ,我 们 依然 可 以 引 
入 对 一 段 时 间 的 平均 . 当 wo 尖 Y 时 ,我 们 可 以 取 此 段 时 间 比 1/7 小 
而 比 1/ow 大 ,使 得 在 平均 中 e 可 以 认为 第 数 而 e2“*! 的 平均 等 于 


零 , 得 平均 能 量 放射 
2 2 
a A CD 


电子 在 t 时 刻 的 能 量 可 以 将 Re(&oe “0) 代 入 
加 本 业 
方 7 《< 十 7 Ree” 


而 算出 , 它 每 秒 中 的 变化 为 
e 2 本 2 
$n = 和 - 
C 
因而 等 于 
2 eo | a en 
| 


he (64. 24) 
10] 


> Eo e™ a 
对 以 上 所 说 的 一 段 时 间 取 平均 ,再 忽略 与 w 的 差别 ,获得 


i 
1 : 
> 4 | 有 
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a (64. 25) 


3 
正 是 (64. 23) 乘 以 一 1. 这 正 是 我 们 自 能 量 守 恒 所 升 望 的 . 
注意 (64. 22) 与 (64. 24) 是 不 相等 的 . 它们 对 于 一 段 时 间 的 平 
均 严 格 讲 来 也 是 不 相等 的 . 只 是 在 取 平 均 后 ,在 忽略 war 与 
wwr ,wiw! 等 的 差别 后 ,它们 才 相 等 ,我 们 才 获 得 所 需 的 能 量 守 


diy 


恒 、 
最 后 讨论 作 谐 振动 的 电子 对 于 光波 的 散射 . 运动 方程 为 
mt Dm oe Re (64. 26) 
在 上 式 中 不 妨 令 Eo 为 一 实数 . 显然 地 ， 
Rete “和 《64 27) 
以 &0exp( 一 iwzt) 代 入 上 式 , 得 


= (64. 28) 


eB) 


c 


J 
m {Ch — we)? + C6) 
tan 92 一 一 wb/(w 一 w). 
因此 每 秒 中 的 放射 为 
Ze < Eow’ —iwt—i 。 
全 邱 ( 和 :一 全 本 |Re| < a 中 
对 时 间 取 平均 ,得 


] 
rr (64. 29) 


男 一 方面 ,电子 的 总 能 ( 即 动能 加 上 一 > 如 如 ) 的 变化 率 对 于 一 个 长 


时 间 的 平均 等 于 零 . ER 电磁 场 每 秒 中 所 
作 的 功 的 平均 .事实 上 ,外 界 电 磁场 每 秒 中 所 作 的 功 等 于 
eRe(Eowe ™:)Re(— iwéoe™™’) 
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加 Ce iwéo ee) 
对 时 间 的 平均 为 
feEo iwés 二 = 1wé0) 


即 是 (64. 29). 因此 能 量 守恒 在 此 获得 了 证 实 . 
由 (64. 29) ,可 以 算出 有 效 截 面 
8 
3 mc (ws 一 o2)2 十 bw 
这 个 式 子 在 wm 一 0 时 趋 近 于 8$ 63 中 的 结果 . 由 公式 ,可 见 这 里 的 o 
比 § 63 中 的 o 大 .公式 (64. 31) 对 我 们 最 有 兴趣 的 时 候 乃 是 w 守 wo 
的 时 候 . 但 不 幸 地 当 ws*wo 时 我 们 必须 考虑 量子 现象 . 因此 我 们 不 
能 希望 ws*wo 时 的 (64. 31) 与 实验 符合 . 当 w 六 wo 而 (2rc/w) 并 不 祥 
h/mc 时 ,又 当 wo 和 oo 时 ,(64. 31) 给 我 们 一 个 相当 合理 的 结 
由 以 上 的 几 个 例子 ,可 以 看 到 能 量 守 恒 只 在 某 些 情形 下 成 立 . 
这 些 情形 的 共同 特点 是 : 电子 的 运动 带 有 振动 , 亦 即 € 的 式 子 带 
有 exp( 一 iwt) 的 因子 ,而 我 们 所 讨论 的 能 量 改 变 等 等 都 是 一 个 对 
时 间 取 平均 的 值 , 取 平均 所 用 时 间 比 (1/o) 大 出 许多 . 基本 上 只 有 
在 以 上 的 情形 下 ,能量 守恒 才 成 立 . 不 难 直 接 看 出 这 件 事 的 理由 . 
事实 上 ,在 以 上 的 情形 下 


过 | 下 和 ee 
上 式 左 方 为 放射 , 右 方 即 辐射 阻尼 项 所 作 的 功 . 
在 下 一 节 中 ,我 们 讨论 以 任意 速度 运动 着 的 电子 . 


4 


(64. 31) 


第 十 章 ”电子 运动 的 几 个 例 433 


3 65 ” 狄 拉 克 运 动 方程 的 例 


运动 方程 为 (58. 35) , 亦 即 
2 (ecs) Ce Ee 
(65. 1) 
式 中 豆 " 代 表 外 界 的 场 . 先 讨 论 左 方 只 为 m, 情形 时 的 两 个 特例 . 


(1) 外 价 电 场 是 均匀 的 ,外 价 磁 场 不 存在 


在 此 处 ， 
三 


将 (6501) 首 三 个 他 加 号 山 答 
fm é, = Fm é, 0 Smé, 0 (65. 3) 
由 此 得 
me = Cr WO=C, ME =0% (65,4) 
式 中 Ci,Ci,Cs 为 三 个 常数 .不 妨 令 C1,Cs=0 而 只 讨论 ,6 的 变 
化 情形 . 
由 全 ,$s 可 以 求 出 三 维 空间 的 速度 wu. 由 (47. 20) , 知 
ER 
中 
亦 即 
U = c{mic? 十 C2 十 eB )}™?, 
ui = ceEot {mic? + C2 + esE2r:}-1?, (65. 5) 
wy — Colmie bE, + eB}. 
引入 Uo ,代表 质点 在 t= 二 0 时 刻 的 能 量 
CW CC, 
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上 式 可 以 简化 .积分 ， SN 
£, 一 a 平 B20 


oe ( ) 
© ceLot 65: 0 
3 一 -parcsinh 一 一 
0 0 
(积分 第 数 取 为 零 ). 由 上 两 式 , 获 得 
&1 = ecosh ts Ce 
0 2 


因此 在 均匀 电场 下 ,电子 轨道 为 一 悬 链 线 . 注意 在 寻 负 力学 ( 即 午 
顿 力 学 ) 中 ,轨道 是 一 抛物 线 . 当时 间 t->co 时 ,此 处 的 ww 一 c, 而 寻 
常 力学 中 的 wu 一 0, 因此 运动 便 极 不 相同 . 


(2) 外 从 磁场 是 均匀 的 ,而 电场 不 存在 
取 外 界 磁 场 在 z 轴 方 癌 , 大 小 为 Ho. 运动 方程 为 
Sm 6 二 [二 | | 二 四 2 


Fm 6 = [| E1.Ho(1 es 
(65. 8) 


dq” E, 二 0， 
由 上 式 中 最 未 一 式 , 知 |z | 不 变 , 亦 即 8 不 变 . 因此 上 式 可 以 简化 
为 

du | dx 

区 国 一 COMU2， a ER COU1， (05: 9) 
式 中 w 代表 

CT /me = Ne/U, 

在 运动 中 是 一 常数 . 求 (65. 9) 的 解 时 , 先 将 (65. 9) 写 为 


和 (ou 十 lx) 二 一 iw(wi 十 lzy)， (65. 10) 
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由 此 获得 
Gow Fi ) = Ce wt? 
式 中 C,9 力 是 两 个 实 常数 . 由 上 式 求 得 
Ul 一 Ccos(wt 十 P)， 
一 一 Csin(Cot 十 9). 


由 度 积分 ,获得 
6 = C’' sin(wt + 9),， 
| 2 一 C cos(wt+ 9, 
EC MOC/ 
积分 (65. 8) 中 关于 $s 的 式 子 二 次 ,得 


6 == CG 十 CG 
由 上 式 及 (65. 12) ,可 知 运动 轨道 是 一 个 螺旋 线 . 
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65 11) 


(65. 12) 


(65:13 


最 后 附带 地 讨论 外 界 电场 磁场 均 存 在 , 均 为 均匀 的 、 均 沿 z 轴 


的 情形 . 运动 方程 为 
Sm 本 2 £2Ho (1 Br BO 


fm é, RE | pL 


Fm é, = 
d & e 2、1/2 
a A -ho 0 
由 (65. 14) 第 三 式 , 得 
二 = eot/m. 

代入 (65. 1 富国 

0 

dt (1— BOY m 
积分 ,得 


1 e2E? 
ee 到 2 十 C. 


下 
el se B2)Y2, 


{i 
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令 x 在 :=0 时 为 零 , 得 C 王 1, 得 
1— B= {1+eEz/mic’)}-l. 
代入 (65.14) 第 一 第 二 两 式 ,获得 
$8 十 1i6) = 一 i(&, +i6,) 2 
积分 ,得 
In(é, + ié,) =—i 名 ml， | 一 中 Ce 
E 
式 中 C1,C; 均 为 实数 . 由 上 式 , 不 难 求 出 
和 +ié,= ei[cos(.) 一 isin{…)]; 


2 ie 


mc 


由 此 获得 了 
Ea Oe 
é, 一 一 ec sin{ (Ho/EolnG 十 …) + C2). 
由 此 可 以 验证 直接 目 (65. 14) 获 得 的 
全 十 总 二 常数. 
再 一 次 的 积分 给 我 们 
6 一 ea sin{ (Ho/EolnG + 7) + C2) 


2 
€, 一 ec cos{ (Ho/Eo)lnlt 十 …) + Cs} 7 oH 
至 于 ,那么 我 们 积分 
一 (1 一 Pp) = i 
得 


mc EB OR We 
3 es 


mc 


以 上 便 是 全 部 的 解答 . 
很 显然 地 ,以 上 的 讨论 名 略 了 辐射 阻尼 项 ,不 会 市 来 有 兴趣 的 
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结论 . 在 以 下 的 例题 中 ,我 们 引入 辐射 阻尼 项 . 在 那里 我 们 可 以 看 
到 两 点 : 

(i) 质点 在 没有 受到 外 力 前 ,可 能 已 经 开始 有 了 加 速度 ; 

(ii) 质点 在 外 力 过 去 后 ,必须 以 第 速度 运动 . 
这 两 点 都 是 由 于 在 ;二 土 co 处 引入 了 条 件 而 引起 的 . 第 (iD 点 已 在 
§ 57 中 提起 ,现在 补充 证 明 . 

我 们 先 讨论 在 一 维 空间 中 的 运动 .让 电子 沿 x 轴 运 动 ,让 外 
界 电场 也 沿 此 方向 ,证 外 界 磁 场 等 于 零 . 这 样 的 问题 已 在 3 57 中 计 
算 过 . 当 外 界 场 已 认为 是 s 的 函数 

= 
时 ,那么 一 般 的 解 便 是 
ci = orositeg, 二 一 和 (65. 15) 


gC CRO P| BO a | 
CY 一 co CI JJ 一 co 


(65. 16) 

取 一 个 特殊 情形 

B= BO(s 
得 
l 二 Cj 十 Ce” 十 ce[ 1 = 
CC (S07 

(65. 17) 

如 果 像 8$ 57 所 说 的 ,我 们 要 求 

0( 十 co) 天 0， 0( 一 co) 三 0， (65. 18) 
那么 
(es (eEs/cm)e™s %, 
而 GiB 计时 S 代 
2 = C1 (eEo/cm) (Ge > 

(65. 19) 


C0 
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因此 
2 (65. 20) 
0 = (CL /PD ee WA Oo Ye se” ). 
不 难 自 (65. 19) 中 看 出 (iD ,(ii) 两 点 . 当 汪 >* 而 和 一 * 一 O0GOD) 时 ,9 
已 经 显著 地 不 等 于 零 , 亦 即 在 电子 中 心 遇 到 外 界 电 场 前 ,g 已 经 开 
台 不 等 于 零 . 早出 一 段 的 时 间 ,与 2 为 同 数量 级 ,而 2 与 ro/c 为 同 
数量 级 . 因此 早出 的 一 段 时 间 , 正 等 于 以 光速 c 通过 经 典 半径 ”所 
需要 的 时 间 . 以 上 可 以 理解 为 : 电子 对 外 界 电场 而 言 , 它 的 行动 正 
好 像 它 有 一 个 半径 zo 似 的 . 这 具体 地 说 明了 (i). 至 于 (ii)，, 在 这 里 
它 是 显然 的 . 当 s 二 s "时 ( 亦 即 外 界 力 已 过 去 时 ),g 是 一 个 负数 ,人 处 
即 电 子 以 常 速度 运动 . (可 以 附带 地 在 此 指出 ,(65. 19) 尚 有 一 个 未 
决定 的 常数 . 为 了 决定 这 个 常数 ,只 消 假 定 q( 一 2)==0, 或 给 定 g 
在 茶 一 个 时 刻 的 值 . ) 
如 果 外 界 场 为 
E= Ee(s—s )+ Ewd(s—s;) (ss, >s), 
同样 的 讨论 给 我 们 以 下 的 结 
g 一 Ci 十 (eEo/cm) 十 (ebEos/cm) 
(0 玫 
9 二 Ci 十 (eEo/cm) 十 (eEow/cm)es ss )/ 
(8 
9 = Ci 十 (ebo /cm)e®-) 十 (eEo/cm)e' s/s 
(S70 
一 般 的 情形 可 以 认为 是 许多 6(s 一 s* ) 波 的 合成 ,因此 也 有 类 似 的 
解 . 事实 上 ,(65. 19) 可 以 写 为 
q=Cit (eKEo/cm) |e(s—s’ ) 十 二 二 ec | 一 eCs—s ) 十 去 | | ， 


因此 如 果 将 E(s) 写 为 
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eke) = |EG°)86 —s*)ds*， 


下 
区 


时 
x 其 其 1 
i |a iets ) /cm]{ eCs 一 s*) 十 方 
十 We El(s Se CD 人 
这 便 是 一 维 空间 的 运动 的 一 般 解 .在 上 式 中 ,se(Cz) 乃 一 男 数 ,定义 
为 
人 的 下 = 一: i (XT >>0), é(xX) 三 一 2 (0 
由 这 个 解 ,不 难 证 实 上 面 所 谈 的 @), (i) 两 点 . (在 这 里 , 正 同 


(65.17) 一 样 ,(65. 18) 不 能 完全 地 决定 了 9 的 沼 数 .为 决定 上 式 中 
的 C, 必 须 引 入 一 个 新 的 涉及 g 的 条 件 . ) 

让 我 们 现在 讨论 在 二 维 空间 中 的 运动 ;在 这 里 讨论 (i) 比 较 困 
难 , 所 以 我 们 只 讨论 第 ii) 点. 写 出 目 由 电子 的 运动 方程 ,它们 为 


m1 é, se /es 一 6 6 (CE 3 é? 一 人 二 一 0， 
0 ed —c 和 (63 Sl £2 要 三 用 


m Tt— (ee EE— Be ee 十 3 0 
《665 .21) 
TI 
cz = ccoshg, 2， = c sinh g cos 9,， 


C8822) 


é, = csinh gy sin 0. 
代入 (65.01)0 二 二 


2 S 
mg 一 < 人 sinho cosho 60?| = 0. (65. 23 ) 


由 (65. 21) 第 一 第 二 两 式 , 得 
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。 0. » es 9 EC es oe 
m(é, 上 Ei1 一 和 Ey 上 1 一 有 S30 


以 (65. 22) 代 入 ,得 


一 Msinhol 一 所 {一 2coshgg 0 — sinhg0} = 0, 
(65. 24) 
或 
bpO+2bcothgg6—6=0. 
对 0 积分 ,得 
0 = Cexp{(s/b) — 21n sinhg} = C(sinh g) ?e’®, 
C65. 25) 


十 C 为 一 向 观 以 此 代入 《65.2387, 得 
0 — b+ Cbet’/ coshg(sinhg) ?= 0. (05. 26) 
由 (65. 25), (65. 26) 不 难 证 明 , 如 果 C 关 0, 那 么 当 s 一 co 时 4g 
必然 趋 近 于 无 穷 大 . 证 明 如 下 : 将 (65. 26) 写 为 


$F (de) — Ceeoshg(sinhg) := 0; ‘(65.27) 


与 寻常 力学 中 的 运动 方程 
ds A 
m i 和 (4 二 0) 


比较 ,可 以 看 出 g 不 可 能 趋 近 于 零 . 因此 g 必须 始终 为 正 数 ,或 始 
终 为 负数 .讨论 第 一 个 情形 . 如 果 g 在 * 一 co 时 不 趋 于 co ,那么 必 有 
两 个 正 数 cai,az ,使 
OE SO 
亦 即 有 两 个 正 数 cs,aw 使 
0 mn 
因此 


Ce CE CO oo :Ce 0 
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亦 即 
de "WN Ce 
亦 即 
人 (65. 28) 
亦 即 
9 过 CD (65. 29) 


因此 当 ;一 co 时 ,g 也 一 co.( 当 g 始终 为 负数 时 ,也 可 以 同样 地 证 
明 |g| 之 e** 乘 上 一 正常 数 ). 因此 如 果 C 关 0, g 在 一 co 时 必须 趋 
近 于 ce; 这 即 是 我 们 所 和 欲 证 明 的 . 

引入 条 件 co(ce)=0 即 是 引入 gs) 在 * 一 co 时 趋 近 于 一 个 常数 
的 条 件 .根据 上 段 计 算 ,要求 g( 十 2) 为 一 个 有 限 的 常数 即 是 要 求 
C0 因此 引入 0(eo) 主 0 部 是 本 未 C0. 当 C30 由 C65826) 成 为 
9 一 5653 二 0, 因此 

gq 二 Ci 十 CE. 
由 于 条 件 g (co)==0, 我 们 令 C;==0. 因此 整个 解答 为 

q=C1, 0=C;, (65. 30) 
人 尔 即 质点 以 稍 速 运动 . 

因此 在 质点 受 力 后 再 作 目 由 运动 时 , 它 必须 以 常 速度 运动 . 换 
铝 话 说: 自由 运动 的 质点 不 可 能 有 加 速度 (虽然 运动 方程 允许 这 
一 点 ), 所 以 不 可 能 有 加 速度 乃 是 由 于 g (co)==0 或 g(co) 为 有 限 数 
的 条 件 . 

人 们 可 能 想像 ,一 个 自由 运动 着 的 质点 ( 即 不 受 外 力 的 质点 )， 
似乎 可 以 一 面 放 射 ,一 面 由 于 放射 而 逐 痢 减速 .在 (65. 1) 的 方程 及 
附加 条 件 g (coo) 二 0 下 ,这 一 个 情形 是 不 允许 的 . 

限于 讨论 中 所 遇 到 的 数学 上 的 复杂 性 ,我 们 不 讨论 (65. 1) 如 
何 应 用 到 氧 原子 及 其 他 问题 ,及 由 此 而 获得 的 结果 . 读者 可 参阅 第 
$ 57 的 注 中 的 文献 . 

狄 拉克 方程 的 主要 缺点 为 应 用 它 时 由 于 必须 引入 gq (2) 二 0 条 
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件 而 带 来 的 不 方便 . 在 他 的 理论 中 ,严格 讲 来 ,要 解决 任何 问题 , 必 
须 完全 地 求解 ,以 便 引 入 g (co)==0 的 条 件 , 而 不 能 单独 地 研究 一 小 
段 时 间 中 电子 的 运动 . 
如 采 放 弃 相 对 论 , 如 有 果 我 们 只 要 求 辐射 能 量 等 于 辐射 阻尼 力 
所 作 的 功 ,那么 我 们 还 可 以 设想 以 下 的 运动 方程 : 
m E+ (8 Re (0531) 


设想 它 在 € 取 小 值 时 有 效 . 当 二 0 时 ,我 们 求 得 
£=— Ce-%, 

与 以 前 不 同 . 在 这 里 5 (oo) 自然 而 然 地 趋 近 于 零 . 在 一 般 情形 下 
(例如 谐振 子 ),(65. 31) 的 积分 是 比较 困难 的 . 由 于 它 显然 地 不 符 
合 相 对 论 , 它 还 没有 为 人 所 研究 过 . 

依照 作者 的 猜 度 , 一 个 自由 电子 的 运动 方程 可 能 是 一 个 微分 
积分 方程 ,而 这 个 方程 不 能 经 过 多 次 微分 而 变 为 微分 方程 . 理由 是 
这 样 的 ,如 果 电 磁场 是 两 个 或 多 个 场 的 和 或 差 ,而 其 中 之 一 的 势 适 
合 介子 场 方程 (20. 1) ,那么 后 者 不 单 依赖 电子 在 推迟 时 刻 的 情况 ， 
而 也 依赖 电子 在 推迟 时 刻 前 的 情况 ,因此 辐射 阻尼 项 可 能 不 单 与 
该 时 的 电子 情况 有 关 ,而 与 电子 在 推迟 时 刻 前 的 情况 有 关 . 这 样 ， 
电子 运动 方程 便 可 能 是 一 个 微分 积分 方程 .如 果 限 于 微分 方程 而 
又 限于 相对 论 的 原则 ,那么 (65. 1) 几 乎 是 惟一 的 方程 (8$ 57) ,我 们 
也 不 用 多 猜 了 . 当然 , 当 运 动 方程 为 一 个 微分 积分 方程 时 ,我 们 也 
不 能 单独 地 研究 一 小 段 时 间 中 的 运动 ,但 我 们 完全 有 可 能 在 研究 
电子 在 固有 时 s: 的 运动 时 只 需 知道 电子 在 固有 时 一 的 情形 ,而 
不 必 去 讨论 电子 在 * 一 co 时 的 运动 . 这 一 方面 使 计算 变 为 容易 , 另 
一 方面 也 使 理论 与 寻常 的 因果 律 一 致 


66 作 旋 转运 动 的 电子 的 放射 . 电子 回旋 加 速 天 


现在 讨论 一 个 作 圆 周 运动 的 电子 的 放射 . 
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令 电子 在 z 平面 中 运动 ( 见 图 40), 沿 着 一 个 以 原点 O 为 中 
心 .a 为 半径 的 圆周 而 运动 着 ,速度 大 小 不 变 . 令 电子 的 直角 坐标 
为 (61,62,53) ,因此 6;==0. 令 矢量 5 与 Oz 轴 成 角 y, 那 时 

0 (66. 1) 


图 40 


式 中 o 为 一 常数 ,等 于 (x/a). 讨 论 己 点 在 上 时 的 4,p. 称 OP 为 r， 
叉 令 PP 的 球面 坐标 为 (Y,0,9). 根据 以 前 的 理论 , 知 4,p 等 于 


st = 一 :十 立 dr， 
(66. 2) 
六 | z 一 大 十 人 jdr， 
式 中 R 代表 目 电 子 至 了 的 矢量 ,等 于 
a (66. 3) 
大 小 等 于 


对 于 极 远 的 P, 上 式 可 以 近似 为 
r— (re.€)/r=r—asinOcos(y — 9 
~ asinbcos(wr— 9). (66. 4) 
现在 让 我 们 只 讨论 在 极 远 处 的 A4,g. 如 此 ,在 所 求 得 的 A4,p 中 ,我 
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们 便 能 够 忽略 OC1/7r) ,OC/7),… 等 等 .以 (66.4) 代 RR, (66.2) 中 
的 4,9 成 为 
eC glacnolr Wp 7 a sin 0 cos (wr 一 9) Jar, 
cr CG 


We sae— a < 二 A 2 ar. 
(66. 5) 
根据 上 式 ; 我 们 了 立即 求 出 gy 它 等 于 e/r. 因 此 余下 的 工作 力 是 求 
A. 
在 这 里 ,电子 运动 是 带 有 周期 性 的 ,周期 了 等 于 
27 /0w. 
因此 (66. 5) 第 一 式 中 的 zz) 是 一 个 带 有 周期 性 的 函数 . 我 们 将 利 
用 这 三 总 来 求 出 (66. 5) 的 完 一 式 ， 
先 将 (66.5) 的 第 一 式 写 为 
< ue Pa - a sin Ocos (wr 一 9) 本 


人 


(66. 6) 
式 中 zo 为 一 津 数 ,我 们 选择 它 ,使 得 (zo,rto 十 T) 的 区 间 包 含 了 推 壕 
时 刻 rbret). 将 上 式 中 5 函数 的 变数 称 为 g ,而 将 上 式 中 的 6Cg) 改 
为 一 个 有 周期 性 的 函数 6* (g)( 指 对 g 而 言 有 周期 性 ) ,周期 也 是 
7, 因 为 dg/dr] ,因此 当 zr(ret) 不 诽 近 项 成 wo， To 十 了 时, 取 适当 
的 6*(g)， ale: 6) 的 积分 区 间 的 被 积分 项 . 我 们 得 


本 过 全 一 上 十 工 一 48ecoste 一 急 ) QZ 


67 


(66. 7) 
已 07(0) 美 0,6"( 权 对 于 一 个 周 央 中 的 烘 闻 并 等 于 稚 ; 又 已 知 
6*(g) 对 于 一 个 周期 的 积分 等 于 1, 又 已 知 6* (8) 为 一 周期 性 函 
数 , 周 期 为 工 ,那么 应 用 健 里 叶 级 数理 论 ,获得 


KS 1 ni 2 CO inw, 
> (66. 8) 
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以 此 代入 (66.7), 以 B 人 代替 w/c=aw/c ,获得 


4 一 SAwexp{ — nl wt 一 = 1 
6 国人 n 
A(n) = a uexpi{n(wr 2) es 了 (66. 9) 
— np sinbsin a | dr 


以 a= 二 wr 一 g 十 (x/2) 代 蔡 r, 得 


(nn) 和 汪 > | uexpi{na — np sin0sina}da. (66. 10) 


积分 上 下 限 所 以 能 换 为 (一 x, 十 7), 力 是 由 于 被 积分 项 的 周期 性 . 
引入 


(6066 11 


Us = UCOS(WrT — 9) = usina, 

医 = WU cos 0Osin(owr 一 9) =— ucosbcosa, 
分 别 地 代表 w 与 7 方向 垂直 的 两 个 分 量 , 获 得 A4(n) 与 r 垂直 的 两 
1 


ews lo 


A,(n) 人 Si Ce re 
CC 二 
(66. 12) 
As(n) 一 一 oe 0 | i 
不 难看 出 ,4 在 方向 的 分 量 等 于 零 . 
在 贝 塞 尔 函 数 的 理论 中 ,有 以 下 的 关系 : 
eh | 2 J (xz) 
(66. 13) 
[| 
利用 此 两 个 关系 ,将 (66. 12) 化 为 
As(n) = i = (np sin 0) ， 
(66. 14) 


As(n) 一 一 困 cot 0 J, (np sin 0). 
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由 此 算出 
1 90(rA,) 2 
De Ad 
2 
= > (npB sin 0)cos 727 ， ke 
El = — <P cot 0 > ,7zJ (CazB sin 0)sinn7?, 
H.,=0,， 
A 


wt 一 (wr/c) — 9 (7/2). 
当 我 们 只 讨论 E,H 中 与 1/r 同 级 的 量 , 我 们 有 以 下 的 关系 : 
E= (HX /rr, 
因此 
0 (66. 16) 
以 上 便 是 求 E,H 的 全 部 结果 . 
不 难 求 出 能 量 的 放射 的 式 子 . 乌 英 夫 矢 量 Y 的 各 个 分 量 如 
I 
Y = (c/4r) (五 x H), 
Ve (Cdn Ls SS Le = (CD El), 
Yo = Y,= 0. 
以 求 出 的 五 ,Ho 代入 上 式 , 对 时 间 取 平均 ,利用 


因 pg 坟 
ol cos n7 cosn’'7Ydt = 六 ea ny sinn'7Ydt = 7 0 


J 
| cosn7 sinn'7dt = 0 
0 


元 
与 式 : 便 藉 竺 了 
2 证 2 cB 


因此 每 秒 中 在 立体 角 sn0d0dp 中 的 放射 等 于 
2 2s {cot20J (nsin0) 十 …)sin0d0dP (66.17) 


2 
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这 一 项 的 详细 计算 见 伊 万 宁 柯 与 沙 科 洛 夫 合 著 的 书 . 在 此 我 们 
不 拟 叙述 这 个 计算 . 

显然 ,我 们 希望 利用 这 个 计算 方法 来 计算 一 个 有 大 小 的 、 作 目 
转运 动 的 电子 的 放射 . 如 果 电 子 各 部 分 的 放射 是 不 相干 的 ,那么 能 
量 放 射 基 本 上 即 是 (66. 17), 所 差 的 只 是 一 个 常数 倍 . 这 样 的 电子 
是 难以 想像 的 . 男 一 方面 ,如 果 电 子 各 部 分 像 一 个 刚体 的 各 部 分 ， 
使 所 放射 的 电磁 场 可 以 相互 干涉 ,那么 这 样 的 计算 便 带 来 了 4=0 
的 结果 . 理由 如 下 : 令 (66. 9) 中 的 4 为 下 (0). 如 果 将 (66. 1) 改 为 

J = Or 十 人， 

那么 相应 的 A 为 FG 十 (6;/w)). 显然 地 ,在 计算 整个 电子 所 放射 
的 4 时 ,我 们 过 到 了 


27 
| me 有 8 
0 


的 积分 . 以 (66.9) 的 已 代入 上 式 , 获 得 了 A(0), 亦 即 是 等 . 因此 HH 
二 0, 因 此 EE 的 辐射 部 分 也 等 于 零 .这 个 结果 是 极 有 兴趣 的 . 
让 我 们 研究 用 什么 外 界 的 


H 


电磁 场 才 可 以 使 电子 始终 在 一 
个 圆周 上 运动 . 令 圆 周 在 zy 平 
面 中 ( 见 图 41) ,中 心 为 原点 O， 
半径 为 a, 与 前 相同 . 令 外 界 磁 
场 方 癌 到 处 沿 z 输 ,大 小 只 
(z2: 十 2)2 皇 0 有 关 . 令 外 界 电 
场 大 小 只 是 6 的 函数 , 方 同 是 
这 样 的 ,使 得 它们 的 电力 线 都 
是 以 原点 为 中 心 的 圆 , 圆 所 在 
的 平面 都 与 zy 面 平行 .更 清楚 地 说 ,在 zy 面 中 各 点 的 5 与 6 垂 
直 , 方 向 为 kXE(k 为 沿 z 轴 的 单位 矢量 ). 这 样 ,运动 方程 成 为 


@ ” 见 伊 万 宁 柯 与 沙 科 洛 夫 蔷 (经典 场 论 》3 39. 
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mé1— {Ec i cr)) 


C 
五 
0 — gam 
0 1 
mé, 人 C SE c2 T2)) 
FP (66. 18) 
2 e 
i pe 
Cn 2 
mr 本 人 
e Eu 
-让 一 记 
| 人 (65522) ,20 个 成 为 
2 
Mi sinho ca 一 “3{sinhg 2 一 coshgsinh’: 9g 02) = Esinhg, 


或 
9 — b G+ bcoshgsinhg 0 = (eE/mc). (66. 19) 
目 名, 和 的 运动 方程 ,得 
» 0 。 0 2 Bo 站 。 。 
1 
亦 即 
CE 


一 mc’ sinh?g 0 一 和 2c2 cosho sinhooa 0 一 czsinh2zo 0] 


[Se 


一 Hee sinh’ 9g,， 
亦 即 
0 — 6b[2cothg 9g 0 +606]=— (He/mec). (66. 20) 
如 果 电 子 以 均匀 的 速度 沿 着 圆周 运动 (半径 为 a, 速度 大 小 为 zx)， 
那么 


G6=u/all— BY, 0=9= Y= 0. 
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代 C000 207 SE 
IH| = 

代入 (66. 19) ,获得 了 
R= 2 cosh sinhg 6? 


mC 


要 pj (66. 21) 


3 A (66:22) 


在 这 个 运动 中 ,(66. 18) 第 三 式 花 括号 中 的 项 等 于 
sinhg 2 一 coshogsinh:g 0? 


2 


J Ea pm 
ay (1 二 全 BO VS " al(l 3 1 
2 


一 

1 dr 

Cn ds 

(66. 18) 最 未 一 式 左 方 含有 花 括号 的 项 , 乘 以 cz(1 一 82)z 后 , 即 是 

能 量 在 每 秒 中 的 放射 (符号 的 差别 不 计 ), 因 此 每 秒 中 能 量 的 放射 
等 于 


i (zx 三 du/dt) 


与 非 相 对 论 的 结果 (2/3) (ez/cs) (w)? 比较 ,相差 只 是 (dr/ds) 的 
一 个 因子 . 

这 是 研究 电子 始终 作 圆 周 运 动 时 所 需要 的 外 界 电磁 场 E,H. 
当 E 比 上 值 小 时 ,电子 的 轨道 便 逐 渐 缩 小 . 寻常 在 电子 回旋 加 速 
合 内 ,主要 有 两 个 问题 :一 个 是 在 已 知 外 界 电磁 场 已 , 玖 后 求 电 子 
轨道 最 大 可 能 的 半径 ;一 个 是 须 引进 怎样 的 外 界 场 E,H, 才 可 以 
使 电子 轨 站 上 和 目 开始 回旋 起 几乎 保证 为 圆 ,而 同时 半径 逐渐 扩大 . 第 
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一 个 问题 的 由 来 乃 是 由 于 电子 的 能 量 放 射 , 使 得 它 在 一 定 的 E,H 
下 的 轨道 的 半径 不 能 超过 某 一 个 数值 . 由 以 上 的 计算 ,可 见 这 个 半 
径 即 是 在 (66. 21), (66. 22) 中 消去 x 而 获得 的 值 . 
现在 讨论 第 二 个 问题 . 在 这 里 ,运动 方程 依然 是 (66. 18) , 亦 即 
是 (66. 19), (66. 20). 让 我 们 假定 运动 几乎 是 一 个 圆周 运动 ,而 同 
时 假定 轨道 慢 慢 地 放大 . 让 我 们 在 此 忽略 了 ,9 9,9 等 项 . 我 们 得 


0 =— He/me, (66. 23) 
= (eE/mc). G66. 24 
由 第 二 式 ,得 
m Qe = mcoshog ue Boe (CoE /ey 
dz dz 
因此 质点 上 的 囊 对 上 的 变化 为 
dH ad [mea: d {mc u 
Td qd i | 一 B2)12 
= 2 人 sinhg = 6 = ss Sy C66. 25) 


(注意 在 这 个 式 子 中 ,我 们 忽略 了 a 的 变化 ,理由 是 a 的 变化 与 6 
同比 , 比 w 的 变化 小 . 这 一 点 不 拟 在 此 证 明 . ) 因 为 质点 几乎 在 圆周 
上 运动 ,而 娓 为 (z 十 %)z=p 及 1 的 函数 ,上 式 左 方 的 dH/dz 即 
是 

2) 2 ph (66. 26) 
因 为 在 轨道 放大 的 过 程 中 的 每 一 瞬间 , (66. 25) 都 必须 满足 ,我们 
将 a 改 为 0, 获得 


OH(0) cc 
ee 0 (66.27) 


必须 指出 ,外 界 的 电场 磁场 不 是 独立 的 . 作 一 个 圆 ,圆心 为 
原点 ,半径 为 p, 利 用 法 拉 第 定律 ,我 们 得 
机 2rpdp 一 = | E.dr= 2rpk(p). 


以 五 (p) 代 表 半 答 为 p 的 圆 中 的 五 的 平均 ， 
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一 in| H2redp, 
得 
9 (66. 28) 
与 (66. 27) 相 合并 ,得 
pa en (66. 29) 


这 便 是 “电子 几乎 沿 圆周 运动 而 半径 逐渐 扩大 ”的 条 件 , 亦 即 是 电 
子 回旋 加 速 需 可 以 产生 高 速 电子 的 条 件 . 

电子 回旋 加 速 右 在 近代 实验 物理 中 占 极 重 要 的 位 置 . 限于 本 
书 的 性 质 ,我 们 不 能 在 此 详细 地 叙述 它 的 原理 ,应 用 等 等 . 对 此 有 
兴趣 的 读者 可 以 参阅 伊 万 宁 柯 与 沙 科 洛 夫 合 著 的 《经 典 场 论 》 的 
s 38 及 该 书 所 指出 的 文献 . 


3 67 超 光 速 的 电子 放射 . 切 连 科 夫 效应 


在 介质 中 ,电磁 波 的 传播 速率 比 c 小 ,因此 电子 的 运动 速率 可 
能 比 电 磁 波 的 传播 速率 大 . 可 以 想像 ,这 样 的 电子 所 放射 的 电磁 场 
与 以 前 $ 16, § 17 中 所 讨论 的 情形 有 很 大 的 不 同 . 事实 上 ,以 下 的 
计算 完全 证 实 了 这 一 点. 

在 实验 中 ,最 早 观察 这 样 的 “ 超 光 速 ? 的 电子 的 放射 现象 的 是 
苏联 科学 家 切 连 科 夫 . 因此 这 里 被 研究 的 现象 称 为 切 连 科 夫 效 
应 .“ 超 光速 ”的 电子 的 放射 的 经 典 理 论 , 亦 即 切 连 科 夫 效应 的 经 典 
理论 ,见于 弗 郎 克 (@Dpaur) 及 塔 姆 (Tawm) 的 论文 2. 在 本 书 中 ,我们 
只 叙述 切 连 科 夫 效应 的 经 典 理论 ,至 于 它 的 量子 理论 , 则 请 读者 参 


QD II.A. HepeuroB, Jl AH CCCP 2(1934)451; C.I1. BapnaoB, HAH CCCP 2(1934) 
457. 
© HH.M. Ppanr H I RE. Tamm, Ll AH CCCP 14(1937)107. 
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阅 伊 万 宁 柯 及 沙 科 洛 夫 所 著 的 《量子 场 论 ) 的 § 32. 
现在 我 们 投 述 切 连 科 夫 效应 的 经 典 理论 . 在 均匀 的 介质 中 , 场 
的 方程 式 为 


5 =D C7 
2 
V:B-0, VXE=- 圭 字 ， (67. 2) 
£ 
1 oD 省 壳 
VxXx8H=o i 
| Se C07 3 
VD 一 4r0. 


式 中 p,j 代表 自由 电子 所 产生 的 电荷 密度 .电流 密度 ,上 为 介 电 常 
数 ,而 磁化 率 假 定 为 1. 讨论 一 个 以 均匀 速率 沿 x 轴 运动 着 的 电 
子 所 放射 的 电磁 场 . 该 时 


0 一 6e0(y)0O(z)0OGz — ut), 
: . (67. 4) 
IT 
由 (67. 2) 得 
| be Rl Oe 
B=H=V x A, EE= Vo i (67. 5) 
引入 洛 伦 兹 规范 Y。A4 十 (&/c)9g/9t 二 0, 代 入 (67. 3) , 便 获 得 了 
天 专 : 
| V 一 2 入 jp 一 EB(y)O C2) 8x ys 
po (67. 6) 
| 允 一 二 入 | 4 一 一 28(y)6(z)6Cz 二 
ce 
A = (0607.79 


在 这 里 ,我 们 已 经 假定 了 & 是 常数 . 事实 上 ,D 与 E 的 比 不 是 常 
数 ,因为 在 光学 中 我 们 知道 光 的 折射 率 与 频率 有 关 , 而 & 恰 好 是 折 
射 率 的 平方 . (67. 1) 的 第 二 式 应 该 换 为 
ON | (ede m2(w)|ECz a je de } ; 
(67. 8) 
这 就 是 说 当 D,E 写 为 
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1 六 二 |Pcoe do， 一 | ECoDe do 


时 ,D(o) ,E(w) 中 有 以 下 的 关系 : 
D(w) = n’(w)E(w). (67. 9) 
如 果 我 们 令 & 为 一 个 常数 而 不 用 (67. 8) 式 ,电子 的 能 量 辐射 成 为 
无 穷 大 ( 见 以 下 的 讨论 ). 为 简单 起 见 ,我 们 依旧 用 (67.7) 式 ,而 同 
时 用 :来 代 蔡 . 
依照 $13 中 的 讨论 ,9, 4 应 该 为 yz,Z 一 尼 的 图 数 . 令 守 为 


zx 一 wt， 得 


0 


(2 三 A) (Bu/c), (67. 10) 
及 4; 的 一 个 类 似 式 子 . 由 这 两 个 式 子 的 比较 ,可 见 
4i = nbBy. (67.11) 


必须 指出 : 由 于 电子 速度 比 电 磁 波 的 传播 速度 大 , (1 一 npB’) 二 0， 
因此 (67. 10) 是 一 个 双 曲 线 型 的 微分 方程 . 它 的 通过 (zo,yo,zo) 的 
特征 面 是 


ee i ea ee a 
是 一 个 双 曲 线 型 的 面 . 在 这 个 面 上 ,gp 可 以 是 不 连续 的 . 最 简单 的 


求解 方法 是 斯 米尔 话 夫 所 蔷 ( 高 等 数学 教程 ) 第 二 着 $174 中 所 述 
的 方法 . 依照 这 个 方法 ,我们 获得 一 个 解 


Eee 
1N12{ (并 一 zt)2 一 (22082 一 1)(0y2 十 22)) 427 
0 一 zt 一 人 2 (nn 2 1 国人 Se KB 12) 


O00 7 (n2pB? od J WAC 准 z2) 2, 


(注意 上 式 中 的 2 字 . ) 这 个 计算 是 不 严格 的 . 情形 如 下 . 根据 斯 米 
尔 诺 夫 书 (§ 174,(92), (93) 式 )， 


2 
- FE) + flrsy) C7 1 
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具有 零 起 始 条 件 的 | 


(8097537) 
u(rX,y,t) = pl 六 | 本 ee > a 02 sydédy |dr 
(0 三 Ce (a 2 (67. 14) 


WCB TO Em 


2 2 OO 
| 3 | ot Cm 


C06%75 15) 
式 中 入 代表 228 一 1)s 为 一 个 小 数 , 有 意 地 引入 ,在 最 后 结果 中 趋 
近 于 零 , 便 获得 了 
2e 六 6(€)607)6(7 + e) 
lk og (( 人 一 TT 六 一 Foy mded’ 
(> 0 


2 人 0(6)S(7)6(r 一 6) 
2 i {( 定 一 7 


(7 


p(Y 9 之 2 一 


(67. 16) 
人 <0 处 的 解 是 在 波 方程 (67.15) 中 将 全 换 为 一 人 ,利用 (67. 15) 在 
全 盖 0 处 的 解 而 锋 得 的 . 目 (67. 16) , 知 当 人 0 时 ,5%=0, 而 当 交 << 
站 时 
Ze 
nn 区 ( 朗 十 8E)? 了 Dy 十 2 
令 e 一 0, 便 获得 了 (67. 12) 式 中 的 结 
如 采 将 (67. 15) 中 的 = 换 为 一 s, 我 们 获得 了 ( 当 e->0 时 ) 
1 
2e 
722[ 2 3y YCy? te z2) |]1/2° 
( 庆 二 7Y(y’ 十 zz)') 


(YZ a pe 


p(y,ZsH) 一 


(C67 17) 
在 下 面 ,可 以 看 到 这 不 是 我 们 所 需要 的 结 


第 十 章 ”电子 运动 的 几 个 例 455 


根据 傅 里 叶 方法 ( 亦 即 §$ 15 所 用 方法 ) ,我 们 将 (67. 10) 右 方 
的 6(2) 写 为 


区 |seedu (67. 18) 
其 | wzDeeedko， (67. 19) 
获得 了 
3: 2 
932) 十 VRig(y sz) 一 一 2 0(y)6(z)， 
(67. 20) 
引入 2,0: 


y= pcos0, z=psin0, P=y 二 zx, (67.21) 
而 假定 gCp) ,那么 在 p 关 0 处 
9 


de 十 Yk’| 9(0) = 0. KU 22 


J 
因此 
HP) = AJo(Ykop) 十 BYoCYRoo)， (67. 23) 
式 中 A,B 为 两 个 常数 ,Jo,Y。 为 第 一 种 及 第 二 种 贝 塞 尔 的 零 级 函 
数 . 由 于 (67. 20) 右 方 的 6 函数 ,我 们 要 求 
Ed ei 
亦 即 (67. 20) 左 右 两 方 对 一 个 以 原点 为 中 心 的 小 圆 的 面积 分 相等 . 
Yo(Ykop) 在 一 0 时 近似 


| 
| 过 yap|， 
因此 
£8B 二 2rp 3 人 


亦 即 
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B 一 一 Te/12. C67. 24) 

这 决定 了 B, 但 4 的 值 依 然 是 任意 的 . 代入 (67. 19) ,得 
os i evrdko (dAJo Yhap) 一 各 YoCOUop) 上 (67.25) 


含有 Yu 的 一 项 是 可 以 积分 的 . 这 一 项 等 于 
e 1 


a (|>7p),o 
-| A py dso (22—7202) 2 [| Pp 
| 0 (7 
C67520 
如 果 我 们 取 
(ne/n’:)i (6% = 0), 
A(ko) = . 67.3270 
i (ne/n’)i (ko < 0), 
第 一 项 成 为 
9 
-A (>>7p) ,名 
0 
1 六 
Cj (—Yp~>2). 
(67. 28) 


因此 取 这 样 的 常数 4 , 便 得 了 所 需要 的 解 (67. 12). 如 果 改 变 了 4 
的 符号 ,(67. 25) 便 成 为 (67. 17). 

用 8$19, § 20 中 的 方法 来 求 (67. 10) 的 解 是 最 简便 的 . 不 难看 
出 ,用 该 节 的 方法 后 ,yp 的 一 般 解 为 


so 二 | ] 
0 本 


+ fk, has ho) OR + ke — ps) da des dko. 
取 (CR ,As ,Po) 为 


@®@ Watson:《 贝 塞 尔 函 数 》, 利 用 8$13. 42 的 (5) 式 及 § 3.54 中 Yo 的 定义 . 
@ Watson:《 贝 塞 尔 函 数 》, § 13. 42 中 的 (6) 式 . 


第 十 章 ” 电 子 运 动 的 几 个 例 47 


niko/ |ko| 9 
<、 
ki = kopD, hk kno, 
对 取 积分 , 即 获得 了 
9 一 一 号 | [sinCo 2)JoCYhop) + cos (hot)YoCYhop) Jdko, 
0 


(67. 29) 
再 度 积 分 , 即 获 得 了 (67. 12) 式 . 
虽然 (67. 25) 是 一 般 的 解 , 不 难看 出 (67. 12) 或 (67. 29) 是 我 们 
所 需要 的 解 . 因为 电子 的 运动 公式 为 
yy 一 zz 一 0，Z 工 一 21， 
电子 运动 速度 比 光 传播 速度 大 ,因此 在 任何 时 刻 ,在 z> 好 处 ( 亦 
即 二 0 的 处 ), 电 磁场 不 可 能 已 经 达到 ,因而 必须 等 于 零 . 满足 这 
个 条 件 的 解 就 是 (67. 12). 
由 求 得 的 2 及 
Ai= pn'p, A;,= A;=0, 
我 们 便 求 出 了 4. 代入 (67.5) 式 ,我 们 便 求 得 了 EE,H. 在 t=0 时 ， 
27X2er 


fo (Wp 2 
(67. 30) 
a 
一 一 人 XE). C07N31 


式 中 rz 代表 矢量 (x,y,z), 亦 即 自 电 子 至 场 点 的 矢量 . 在 大 0 时 ， 
我 们 只 消 以 zx 一 wt 代 蔡 上 式 的 x. 因此 令 r 代表 矢量 
(Z 一 WE 
( 亦 即 自 电 子 至 场 点 的 矢量 ), 上 二 式 依 然 有 效 . 
不 妨 画 出 :=0 的 情形 . 电磁 场 全 部 集中 于 一 个 以 原点 为 项 点 
的 锥 面 内 . 这 个 锥 面 的 公式 为 
于 (67. 32) 
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在 这 个 锥 面 附近 ,E,H,9,A4 都 是 不 连续 的 .在 锥 面 外 ,它们 等 于 
零 ,在 锥 面 内 附近 的 点 ,它们 成 为 无 穷 大 . 9 一 篆 数 ,4 一 贡 数 等 面 
的 式 子 都 是 

Xx) 0 C607.33D 
它们 在 图 42 中 画 出 (图 中 的 0 等 于 arctan 7). 


0=arctan7? 


图 42 


现 讨论 在 锥 面 内 各 点 上 的 马 莫 夫 矢 量 Y. 由 Y= (c/4n)EXH 
及 (67. 30),(67. 31) 式 ,我 们 知 在 r 点 的 了 在 r 及 zz 轴 所 构成 的 平 
面 内 ,因此 在 锥 面 内 部 邻近 锥 面 的 点 上 ,7 与 锥 面 在 该 点 的 法 线 
( 癌 外 )n 同一 方向 .很 显然 的 ,该 处 的 7Y 的 大 小 是 无 穷 大 , 亦 即 当 
所 讨论 点 离 锥 面 无 穷 地 接近 时 ,7->co. 因此 在 锥 面 上 的 | 和 


| Illds1 是 无 穷 大 , 亦 即 在 一 秒 中 流 过 某 一 固定 锥 面 的 能 量 是 无 


穷 大 . 这 一 点 可 以 如 此 地 体会 . 在 1:=0 时 电磁 场 集 中 于 以 原点 为 
顶点 的 一 个 锥 面 内 ,在 1 二 At 时 刻 , 电 磁场 集中 于 为 一 个 锥 面 内 ， 
这 个 锥 面 的 顶点 在 Oz 轴 上 ,在 O 的 右 方 , 离 O 为 uAt. 两 个 锥 面 
所 夹 的 体积 内 的 电磁 场 的 能 量 即 是 在 时 间 Azt 中 在 以 原点 为 顶点 
的 锥 面 上 所 流 过 的 电磁 场 能 量 . 在 两 个 锥 面 所 来 的 体积 中 ,电磁 场 
能 量 密度 几乎 是 无 穷 大 的 ,因此 在 锥 面 上 能 量 流 也 是 无 穷 大 . 
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事实 上 ,能 量 流 不 是 无 穷 大 ,因此 以 上 所 说 的 情形 力 是 理论 的 
一 个 缺点 . 这 个 缺点 的 由 来 乃 是 由 于 假定 了 D/E 为 一 个 常数 ,而 
没有 引入 更 广泛 的 D,E 关系 (67.8) 或 (67.9). 当 我 们 假定 了 
(67. 8) 而 又 引入 适当 的 ww (w) ,我 们 可 以 使 能 量 流 变 为 有 限 . 在 这 
里 我 们 只 写 下 9,4 的 微分 方程 ,而 不 讨论 应 该 取 专 样 的 nn:(w) 及 
解 的 实际 情形 . 关于 后 一 个 问题 ,请 参阅 以 上 所 指 文献 及 伊 万 宁 柯 
与 沙 科 洛 夫 合 著 的 《经 典 场 论 》$ 27. 


令 9,A 分 别 为 
L —iwt = a —iwt 
,a 2 | Pz 9,8)e dw, 下 至 2 4.(z ,yyz)e dow. 


引入 洛 伦 效 规范 
Vy 站 wo) [22(w)/c | (一 lw)Ow 一 0， 


便 获 得 了 
4 ) 8 re 
[Vt 8 |p, =— B06) se 
2 
[Vt |4 = 一 E8002) ew 


取 9 为 P exp (iwx/u) ,4 为 4 exp (lwZ/z) 人 大 二 式 便 桨 和 任 了 大 
似 (67. 20) 的 式 子 
2 他 
(六 + 部 + 一 D)y = 8)8(2) 


ww 


求解 如 (67. 20) ,最 后 得 


0 nl 本 
p=| ee { 去 4 7 人 oj 一 i 
与 (67. 25) 几 平 完 全 相同 ,惟一 不 同 处 即 是 此 处 的 力 是 ww 的 函 
效 . 


CU 


We 


| 笠 


ZL @ 


3 68 经典 电 动力 学 的 应 用 范围 


在 结束 这 本 书 前 ,我们 必须 讨论 经 典 电动 力学 的 应 用 范围 .但 
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我 们 不 作 阁 刻 的 讨论 ,因为 深刻 的 讨论 需要 量子 电动 力学 的 知识 . 
这 里 的 讨论 仅 是 一 个 初步 的 一 般 性 的 讨论 . 

在 量子 力学 中 我 们 都 熟知 ,如 果 令 波 方程 的 普度 克 常 数 h 趋 
近 于 零 , 那 么 质点 的 运动 便 近 似 于 寻常 力学 中 的 运动 . 事实 上 , 令 

exp (1S/h), 
又 令 S 写 为 
S = So -5% 二 Soh 直人 
那么 Se 所 适合 的 微分 方程 正 是 力学 中 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 . 这 
些 讨 论 可 以 在 任何 较 完 全 的 量子 力学 书籍 中 看 到 (例如 
工 .H.， Bnoxnnues 所 著 《 量 子 力学 原理 ) 第 六 章 8 35).“h 趋 近 于 
零 " 意 味 者 物质 的 德 布 罗 意 (de Broglie) 波 的 波长 
hn/mw 未 度 ) (68. 1) 

趋 近 于 零 . 在 光学 中 ,人 所 共 知 , 当 光 波 的 波长 趋 近 于 零 时 ,与 波 性 
有 关 的 某 些 现象 (如 衡 射 等 ) 逐 渐 消 失 , 而 光线 的 进行 规律 逐渐 趋 
近 于 几何 光学 中 的 规律 一 一 那 时 在 均匀 介质 中 我 们 可 以 将 光 认 为 
沿 直 线 进行 等 等 . 在 这 里 ,情形 是 同样 的 , 当 德 布 罗 意 波长 趋 近 于 
零 时 ,质点 的 运动 失去 了 与 波 性 有 关 的 性 质 , 而 逐 户 要 成 像 一 个 寻 
党 的 质点 ,只 带 有 “粒子 性 ”的 质点 ,服从 寻常 力学 的 规律 . 

以 上 是 力学 的 情形 .关于 电动 力学 ,我 们 可 以 想像 情形 是 类 似 
的 . 在 讨论 电动 力学 中 的 问题 时 ,如 果 对 象 是 微观 世界 ,那么 严格 
来 讲 ,我 们 应 该 用 量子 电动 力学 , 正 像 研 究 微观 世界 的 力学 问题 时 
我 们 应 该 用 量子 力学 一 样 .但 在 某 些 情形 下 ,经 典 电动 力学 是 一 个 
“是 够 好 ”的 近似 ,可 以 通过 它 来 部 分 地 了 解 所 人 研究 的 问题 , 正 像 寻 
常 力 学 是 量子 力学 的 一 个 近似 一 样 . 这 些 情 形 一 般 讲 来 , 正 是 有 可 
以 认为 是 小 到 可 以 忽略 的 情形 . 

由 量 纲 的 考虑 ,我 们 知 h 必须 与 

ps 
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Et 
的 乘积 比较 . 因此 我 们 要 求 
ps Sh, 08 >) 
Et Sh. (68. 3) 


只 有 在 这 个 情形 下 ,经 典 电动 力学 才能 希望 成 为 量子 电动 力学 的 
一 个 “好 ”的 近似 
必须 较 明 确 地 说 明 (68. 2), (68. 3). 为 了 这 一 点 ,不 妨 举 几 个 
例 . 
(i) 讨论 电子 在 回旋 加 速 礁 中 的 运动 
显然 地 ,(68.2) 中 的 不 代表 电子 的 坐标 ,因为 坐标 的 值 可 以 
随 原点 的 变化 而 变化 . 它 代 表 电 子 在 某 一 段 过 程 中 的 位 移 小. 同 
样 p 代表 电子 在 某 一 段 过 程 中 动量 的 改变 5p. 令 x 为 速度 ,a 为 
轨道 圆周 半径 ,得 (根据 经 典 力学 ) 
Sp ST m(u’:/a) (SE/u), 
因此 
Sp6E€ 人 (mu/a) (6):. 
(68. 2) 成 为 
(mu/a) (86) Dh. 
35 与 a 同 级 ,得 
mua > h,， 
亦 即 
a Sh/mu. (68. 4) 
亦 即 在 实验 中 对 的 变化 的 数量 级 必须 较 德 布 罗 意 波长 大 出 许多 . 
(68. 3) 在 
a Sh/mc (68. 5) 
情形 下 也 满足 .EE 的 数量 级 是 me ,的 数量 级 是 a/c (假定 u 守 c)， 
因此 (68. 3) 左 方 是 
mc 。(a/c) = mca. 


当 (68. 5) 成 立时 ,上 式 比 hh 大 出 许多 . 
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因此 ,一 般 地 讲 , 当 质点 运动 极 快 时 ,如 果 轨 道 的 大 小 比 康 普 
顿 波长 h/mc 大 出 很 多 时 ,经 典 电动 力学 便 可 以 应 用 . 

(i) 讨论 一 个 束缚 电子 在 原子 中 受 外 来 电磁 波 的 影响 

令 它 原来 所 在 的 轨道 相当 于 能 量 Wi, 叉 假定 男 外 有 一 轨道 ， 
相当 于 能 量 Wi. 称 T 为 外 来 电磁 波 的 周期 . 在 这 个 情形 下 , 当 我 
们 讨论 自 轨 道 Wi 跳跃 至 轨道 Wi 的 问题 时 ,经 典 电动 力学 有 效 的 
条 件 (68. 3) 成 为 

CW 
(因为 能 量变 化 可 能 是 Ws 一 Wi,T 是 zt 的 数量 级 . ) 上 式 即 是 
(W,— Wi) hy, 
亦 即 
(Ws 一 Wi) /hv SD 1, (68. 6) 
亦 即 自 原来 轨道 跳跃 至 其 他 轨道 时 能 量 的 变化 必须 比 一 个 光子 的 
能 量 大 出 许多 , 亦 即 不 是 吸收 一 个 光子 而 跳跃 至 其 他 轨道 的 情形 . 

因此 ,对 于 吸收 一 个 光子 而 跳跃 至 另 一 个 轨道 的 问题 ,经 典 电 
动力 学 是 不 能 应 用 的 . 

不 但 如 此 ,在 光波 没有 来 到 前 ,如 有 果 在 原来 的 轨道 中 W=0， 
电子 运 动 已 经 不 符合 于 W682 因 则 内 十 在 W730,Wi 尖 0 及 
(68. 6) 的 情形 下 经 典 电 动力 学 才 可 以 应 用 . 显然 地 ,由 于 (68. 6)， 
该 时 电子 必须 吸收 或 放射 许多 光子 ,不 是 寻 负 我 们 所 讨论 的 光电 
效应 及 电子 吸收 光 的 情形 . 

必须 指出 : (68. 2), (68. 3) 并 不 是 经 典 电 动力 学 可 以 应 用 的 
惟一 条 件 . 由 于 量子 电动 力学 中 波 函 数 所 采取 的 表示 
(npencraBreHre), 它 可 以 用 来 描写 一 个 系统 中 有 不 同 数目 的 质点 
的 几率 ,由 这 些 几率 的 变化 可 以 求 出 质点 产生 或 漂 没 的 几率 (例如 
过 从 -下 人 W 可 和 通 并 王 为 一 征用 本 到 天 区 大 帮 站 可) 古 咎 区 
些 现象 无 法 用 经 典 电 动力 学 来 描写 . 事实 上 ,它们 根本 无 法 用 经 典 
的 语言 来 叙述 . 在 这 一 点 上 (光子 的 放射 除外 ) ,我 们 无 法 将 经 典 电 
动力 学 看 作 量 子 电 动力 学 的 一 个 近似 . 
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在 近代 量子 电动 力学 所 人 研究 的 问题 中 ,就 “ 量 ” 的 要 求 而 言 ,只 
有 极 少数 可 以 用 经 典 电动 力学 来 作为 一 个 近似 解 . 一 部 分 理由 是 : 
在 那里 的 电子 的 态 常常 是 分 立 的 量子 态 ,在 那里 (68. 2) 不 满足 .一 
部 分 理由 是 : 波 函 数 必 须 用 以 上 所 说 的 “表示 ”计算 的 最 后 结果 
必须 用 “ 几 种 这 样 的 质点 , 几 种 那样 的 质点 的 存在 的 几率 ”来 表 出 ， 
而 不 用 “电子 场 或 电磁 场 在 各 处 的 平均 值 ”来 表 出 . 如 果 只 讨论 各 
种 场 在 各 处 的 平均 值 , 那 么 由 于 爱 伦 菲 斯 脱 (Ehrenfest) 和 定理 ,经 
典 与 量子 的 理论 还 有 相似 之 处 . (注意 当 海 森 伯 (Heisenberg ) 运 动 
方程 对 所 有 的 力学 量 而 言 不 成 为 线性 的 ,这 些 力 学 量 的 量子 平均 
值 便 不 再 适合 经 典 运动 方程 .因此 量子 力学 中 的 平均 值 (或 期 待 
值 ) 不 一 定 适 合 经 典 的 运动 方程 .因此 通过 爱 伦 菲 斯 脱 定理 ,我 们 
最 多 能 说 经 典 的 场 与 量子 力学 的 场 的 平均 值 有 相似 处 ,而 不 能 说 
它们 下 

话 虽 如 此 ,经 典 电动 力学 的 研究 有 理论 上 的 重要 性 ,理由 如 
下 . 在 电动 力学 中 ,我 们 有 以 下 的 问题 ,一 个 电子 的 运动 方程 ,辐射 
阻尼 ( 即 自身 的 场 的 作用 ) ,电磁 质量 等 等 ,它们 在 经 典 电动 力学 中 
出 现 ,也 在 量子 电动 力学 中 出 现 ,不 过 出 现 的 方式 有 所 不 同 . 当然 ， 
我 们 所 要 求 的 乃 是 在 量子 电动 力学 中 解决 这 些 问题 (因为 量子 力 
学 无 疑 地 是 微观 世界 的 一 个 更 正确 的 反映 ) ,但 似乎 我 们 更 应 该 先 
eae oy dena: Wat en oa i 


引入 无 关 的 和 们 ， 便 厅 以 看 出 问题 的 本 质 ， 
使 得 我 们 在 量子 电动 力学 解决 同样 问题 时 有 了 了 方 同 . 既然 这 些 问 

题 在 经 典 及 量子 理论 中 都 出 现 , 而 经 典 理论 是 比较 简单 的 ,那么 要 
解决 这 些 问 题 ,似乎 应 该 先 在 经 典 的 理论 中 摸索 一 番 . 这 说 明了 经 
典 电动 力学 的 研究 ,依旧 是 重要 的 %. 


@ 与 此 不 同 的 看 法 见 Bethe，Schweber，Hoffmann 所 著 Mesons and Fields ， 
Vol IT 20b, 50.26 和 第 二 自 . 
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如 人 所 共 知 ,量子 电动 力学 的 困难 比 之 经 典 电动 力学 ,只 有 更 
多 的 而 没 更 少 的 .除了 少数 问题 外 ,我 们 到 处 遇 到 了 “无 穷 大 ”的 困 
难 由 .近来 的 理论 利用 了 质量 的 “ 重 正 化 ”(mepeHopMpoBka MaccbD 才 
消除 了 这 些 “ 无 穷 大 ”但 是 这 些 理论 的 复杂 性 ,使 得 人 们 难以 相信 
它们 已 经 正确 地 反映 了 客观 实在 . 这 些 理论 又 往往 以 和 矩阵 的 形 
式 出 现 , 换 句 话说 ,只 讨论 过 程 的 最 初 (t= 一 oo) 情 形 及 过 程 的 最 
末 ( 王 co) 情形 而 不 讨论 中 间 的 过 程 , 因 而 无 颖 地 是 一 个 不 完善 的 
理论 . 

可 以 这 样 地 说 : 经 典 电动 力学 与 量子 电动 力学 都 是 有 得 于 新 
的 发 展 的 . 无疑 地 ,如 果 在 经 典 电 动力 学 中 我 们 能 够 解决 了 上 面 所 
列 的 问题 ,我 们 对 于 电磁 场 与 物质 的 相互 作用 ,一 定 有 更 多 的 了 
解 , 而 这 对 于 量子 电动 力学 的 发 展 是 有 所 帮助 的 . 因此 我 们 在 今天 
不 能 完全 忽略 经 典 的 电动 力学 ,而 相反 地 应 该 在 经 典 电动 力学 中 
更 努力 解决 上 面 所 列 的 一 些 问 题 . 


@ 可 以 附带 地 指出 : 这 些 困难 与 经 典 电 动力 学 中 的 困难 有 些 不 同 之 处 . 例如 当 
我 们 讨论 一 个 以 常 速 运动 的 电子 的 电磁 场 能 量 ,在 经 典 理 论 中 , 纵 场 . 模 场 的 贡献 的 性 
质 是 类 似 的 ,而 在 量子 理论 中 , 纵 场 的 贡献 与 经 典 理 论 中 纵 场 的 贡献 相同 ,都 是 电子 自 
身 的 库仑 能 (可 以 看 作 电子 各 部 分 的 相互 作用 库仑 能 ) ,而 横 场 的 能 量 是 由 电子 与 “ 真 
空 场 ”( 即 没有 光子 的 态 ) 发 生 作用 (产生 光子 而 又 吸收 光子 ) 而 获得 的 . 这 样 的 作用 在 
经 典 理论 中 是 不 存在 的 . 


附录 ” 汉 关 物理 学 名 词 对 照 


标量 势 及 矢量 执 scalar and vector potentials 
纵 场 及 横 场 ”longitudinal and transverse fields 
电 偶 层 electrical double layer 

镜像 法 mirror method 

变数 分 解法 method of variable separation 
似 稳 情 形 ”quasi-stationary process 

超前 势 ”advanced potential 

推迟 热 ”retarded potential 

位 势 理论 “potential theory 

以 太 ether 

双星 double star 

拖 蝶 理论 drag theory 

行 差 aberration 

洛 伦 兹 变换 Lorentz transformation 

韭 兹 杰 惹 收缩 ”Fitzgerald contraction 

钟 的 推迟 retardation of clock 
速度 及 加 速度 的 合成 ”compositions of velocities and accelerations 
相对 论 原 则 relativity principle 

正 交 变换 orthogonal transformation 

道 变 换 inverse transformation 

拱 张 量 pseudotensor 

对 偶 张 量 dual tensor 

旋 量 spinor 

固有 时 proper time 

实 张 量 real tensor 

静止 系统 rest system 
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波 包 ”wave packet 

静 质 量 rest mass 

唯 象 理 论 phenomenological theory 

连续 介质 ”continuous medium 

动量 -能 量 张 量 momentum-energy tensor 

拉 格 朗 日 方程 Lagrange’s equation 

切 变 换 contact transformation 

纵 场 的 消除 ”elimination of longitudinal field 

二 次 量子 化 ”second quantization 

漂 没 annihilation 

产生 ”creation 

含有 高 阶 微 商 的 场 方程 field equations including higher-order 
derivatives 

直接 相互 作用 的 理论 theory of direct interaction 

多 时 理论 ”many-time formalism 

超 多 时 理论 super many-time formalism 

有 效 截 面 effective cross section 

巧 链 线 catenary 

螺旋 线 helix 

超 光 速 的 电子 放射 ” radiation of superlight electron 

切 连 科 夫 效应 ”Cerenkov effect 

表示 representation 


质量 的 重 正 化 ”renormalization of mass 
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